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B:Por qué este resumen?

Tras el duro trabajo en Bachillerato puede venir bien una sintesis de los conceptos
tedricos y practicos esenciales en Matematicas que suelen aparecer, con mayor
frecuencia, en los examenes de Selectividad.

Estudiar teoria por un lado y problemas por otro, a veces, es tedioso. Por lo que este
resumen busca unificar ambas realidades: resolver problemas describiendo la teoria que
sustenta las distintas operaciones matematicas.

¢, Significa esto que si comprendo bien los siguientes problemas seguro que saco un 10 en
Selectividad? No... pero si es mas probable que realices un buen examen.

¢ Recogen estos problemas todos y cada uno de los contenidos de Bachillerato y de
Selectividad? No, por Dios, ni mucho menos. Solo son un resumen de los contenidos mas
comunes en los examenes de Selectividad de los ultimos afios.

¢, Un consejo de cara a Selectividad? Explicar todo lo que se hace. No poner formulas y
mas férmulas sin mas. Dedicar un tiempo a explicar los pasos (por ejemplo, “factorizo el
polinomio”) y a explicar por qué se hacen las cosas (por ejemplo, “derivo e igualo a cero
para aplicar la condicion necesaria de extremo relativo).

Un examen bien explicado y ordenado, aunque nos hayamos equivocado al operar en
algun paso, es fudamental para obtener una buena nota final.

¢,Algun otro consejo? Leer bien, con calma, las dos opciones del examen. Leer todos
los ejercicios, no solo los dos primeros de cada opcién. No pasa nada por gastar 10
minutos en entender qué piden en cada ejercicio y plantear en borrador los pasos
generales que habria que dar. Y una vez elegida una opcion, no cambiar de opinion a
mitad del examen.
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BEjercicios de limites

m Limites 1

ax’+bx+1—cos(x)

Sabiendo que lim es finito e igual a uno, calcula los valoresde a y b

x=0 Sen(xz)

Frente a un limite siempre debemos, en primer lugar, evaluar. Es decir, sustituir la variable x por el valor
al que tiende.

Si al evaluar obtenemos un resultado finito o infinito, ya hemos terminado. Si aparece una indeterminacion,
debemos indicar el tipo de indeterminacioén y resolverla.

ax’+bx+1—cos(x) _0+0+1—1_0

lim =—=indeterminacion
2 0 0
x>0 sen(x ) sen(
. - 0 ., » . WA et
En las indeterminaciones — ¢ g5 podemos aplicar la regla de L'Hépital siempre que se cumplan las

0

siguientes condiciones (y siempre debemos nombrar estas condiciones a la hora de resolver un problema
por L'Hopital):

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en un entorno cerrado arbitrario alrededor de Xx, , es

decir [x,—9,x,+8] con 8>0 . Sean ademas las dos funciones  derivables  en
{(xy=0,x,+0)—{x,}] ,talesque limf(x)=lim g(x)=0 ¢ limf(x)=lim g(x)=c0
X=X, XX, XX, X=X,

Sea g'(x)#0, Vx€((a,b)—(x,}]

f'(x)

- también existe lim
(X) x2x, g

f(x)

( ) y los limites son iguales. Es decir:
X

Entonces, si existe lim

XX, g
. X . "(x
lim f )th f,< )
on g(x) o g (%)
El resultado final del limite puede ser un valor L€IR o infinito. Y el valor x, puede ser un valor finito o

infinito.

Estas condiciones se cumplen en nuestro ejercicio, por lo tanto:

ax’+bx+1—cos(x) 2ax+b+sen(x)

lim — L'Hopital — lim

_b
0 sen(x’) =0 2xcos(x’) 0

Para que el limite sea finito, necesitamos que el numerador también tienda a 0 . En caso contario, un
cociente con numerador no nulo dividido por 0 se dispararia a infinito. Por lo tanto, anulamos el
numerador - b=0
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Una vez obtenido el valor h=0 sustituimos en el limite y evaluamos nuevamente.

. 2ax+sen(x) 0_. . WA
lim —2=—=zndetermmaczon — L'Hépital —
x0 2xcos(x’) O

i 2a+cos(x) _ 2a+1 _2a+1
20 2[cos(x’)+x (=2 x-sen(x?))] 2[1+0] 2

Segun el enunciado el limite debe convergera 1 . Por lo tanto:

2a+1
2

1
=1 - 2a+1=2 — a==
a a 5

m Limites 2

Resolver:
2 3 2
. . =3x"+ ) +x " —x+
a) lim b) 11m# c) lim M
xv0 x 1 oo 4 x"—x+1 x¥—o0 x"+1

Recuerda que un polinomio, en el infinito, siempre tiende a infinito. Y el signo +oo 0 —o0 vendra
determinado por el grado del polinomio y por el coeficiente que acompafia al termino de mayor grado.

Por ejemplo, si x=>o0 el polinomio 4 x"—x+1 irda +o .Yelbinomo —3x+5 iraa —x

Si x-=>—o0 el polinomio 4x°—x+1 irda +o .Yelbinomio —3x+5 iraa +o

a) Evaluamos en el limite — lim

=& =indeterminacion
xdo x +1]

Podemos resolver esta indeterminacion por L'Hépital, o bien dividiendo todos los términos por el mayor
grado x" que aparezca en el cociente. En este ejemplo, dividiriamos todo por x’

Al dividir por el mayor grado, siempre se cumple la siguiente regla (que podemos indicar en nuestro examen
para resolver el ejercicio): en un cociente de polinomios, cuando x> o x-=>—o0 , si el grado del
numerador es menor que el grado del denominador, el limite tiende a 0

lim —— =0
xve x 41
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2
—3x°+5 _ — . Sy
==L =indeterminacion

b) Evaluamos en el limite — lim —
a0 4 x —x+1

Podemos resolver por L'Hépital, o bien aplicar la regla general fruto de dividir todos los términos por el
. . 2 . . .

mayor grado x" que aparezca en el cociente (en el ejemplo, x° ): en un cociente de polinomios,

cuando x> o x=>—o , sielgrado del numerador es igual que el grado del denominador, el limite

tiende al cociente de los coeficientes que acompafan a los términos de mayor grado  x”

i —3X°+5 =3
o dx—x+1 4

3 2
- XX X422 o L
c) Evaluamos en el limite — lim 3 =—~ =indeterminacion
xX>—o0 X +1

Podemos resolver por L'Hépital, o bien aplicar la regla general fruto de dividir todos los términos por el
mayor grado x" que aparezca en el cociente (en el ejemplo, x ): en un cociente de polinomios,
cuando x=>o o x-=>—o0 , siel grado del numerador es mayor que el grado del denominador, el limite
tiendea +00 6 —oo |, segun el grado de cada polinomio y segun el coeficiente que acompana al termino
de mayor grado .

3.2
X HxT—x+2

lim —F——=—®

Xd—o x+1

m Limites 3

Obtener el valor de k que satisface lim Vax’—Vax’+kx—1=4

x>0

Evaluamos en el limite. Recuerda que la raiz cuadrada de infinito también vale infinito. Por lo tanto:

lim \/4 xz—\/4 x>+ k x— 1 =00 —co=indeterminacion

x>0

Este tipo de indeterminaciones vamos a resolverlas multiplicando y dividiendo por el conjugado de la
expresion con radicales (siempre que aparezcan raices, ya sea restando o en un cociente, es buena idea
aplicar esta técnica del conjugado).

Aparecera suma por diferencia de un bonomio, que se resuelve como diferencia de cuadrados.
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. (\/4x2—\/4x2+kx—1)'(\/4x2+\/4x2+kx—1) . 4x —4x —kx+l . —kx+1
lim > > =lim > > =lim > 5
o Va P+ ax vk x—1 on A+ ax 4 kx—1 o A+ 4 vk x—1

En el numerador tenemos un polinomio de grado 1 .Y en el denominador tenemos polinomios de grado
2 dentro de raices cuadradas, por lo que su comportamiento en el infinito es similar al de un polinomio de
grado 1 . Es decir, podemos reducir nuestro estudio al cociente de polinomios del mismo grado. El limite

final sera el cociente de los coeficientes que acompafian a los términos de mayor grado x”

~ . ~ 2
En el numerador —k acompafia a x , y el denominador 4 acompafia a x~ , por lo que al estar
dentro de una raiz sale como 4=2 .Es decir:

lim —kx+1 _ —k_:—k:
oo Jax eJdx +kx—1 VA+/4 242

—k
4

—k

El enunciado afirma que el limite esiguala 4 — T:4 — k=—-16

m Limites 4

Resolver lim x-In(x)
x-0"

Evaluamos — lim x-In(x)=0-(—o0)=indeterminacion
x=0"

Recuerda que la gréafica del logaritmo tiene una asintota vertical a la derecha de 0

Este tipo de indeterminaciones se resuelven dando la vuelta a uno de los término del producto, para
buscar una indeterminacion donde podamos aplicar L'Hopital. Es comun dar la vuelta al término mas
1

. 1
sencillo de los dos, en este caso x=—
X

lim x-In(x)=lim %

. In(x) _—o
x=0" x=0" 1

X

Enunciariamos las condiciones de la regla de L'Hbpital (no lo vayas a olvidar) y resolveriamos derivando
numerador y denominador por separado.
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1
Jim 2.L2) . L'Hopital - lim ——=lim (—x)=0
x=0" l x-)O*__l x=0"

X x2

Donde hemos simplificado antes de evaluar finalmente. No olvides simplificar, si es posible, tras haber
aplicado L'Hopital.

m Limites 5

Resolver lim x*
x0"

. 0 . . .7
Evaluamos — lim x'=0 =indeterminacion
x=0°

. . . . . 0 © . . .z
Este tipo de indeterminaciones, y en las tipo oo y 1 |, pueden resolverse aplicando primero funcion
logaritmo y luego funciéon exponencial, que es la inversa del logaritmo. Es decir:

lim In(x*)=1lim x -In(x)=0-(—o0 )=indeterminacion
x=0° x=0°

Donde hemos aplicado la propiedad del logaritmo de una potencia, donde el exponente pasa a multiplicar al
logaritmo de la base de la potencia.

Hemos llegado al mismo limite del ejemplo anterior. Repetiriamos todos los pasos alli indicados y
resolveriamos.

lim x-In(x)=0
x20"

Este resultado es el logaritmo del limite de partida, por lo que aplicamos exponencial para que cancele con
logaritmo. Asi obtenendremos el limite de partida.

. 0
lim x'=e =1
x=0"
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m Limites 6

. x+1
Resolver lim

-1 xT—x—2

. x+1 0_. . .,
Evaluamos — lim ——————=—=indeterminacion

w1 x = x—2
¢, Como resolver? Factorizando numerador y denominador, simplificando y evaluando nuevamente.

T S SN T ) S D S
x—1 xz—x—z x>—1 (x+1)'(x—2) x—)fl(x—Z) 3
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BEjercicios de asintotas

m Asintotas 1

X

¥ =1

Estudia las asintotas de f (x)=

Una funcion puede tener asintotas verticales (A.V.), asintotas horizontales (A.H.) y/o asintotas oblicuas
(A.O.).

Los puntos candidatos a A.V. son los puntos frontera de los intervalos donde no esta definida la
funcion. En el caso de un cociente de polinomios, basta con ver los puntos que anulan al denominador.

x2—1=O - x=x1 - lim ad =l=oo , Iim X :__lzoo

x=>1 x2—1 0 x-)fl_xz—l 0

Siempre, siempre, siempre que aparezca infinito en un limite de A.V. debemos estudiar los limites
laterales, para determinar si la funcién tiendea +o00 oa —oo

lim 2x :%:—00 , lim 2x :%:+oo —AV.en x=1
1 x —1 0 o x —1 0
. X -1 . X -1
lim —=—=-w , lim ——=-—=+0 —AV.en x=-—1
x>-1 X —1 0 x»—1" X -1 0

Las A.H. aparecen cuanto estudiamos el comportamiento de la funcion en el infinito. Por lo que
debemos estudiar los siguientes limites.

. X
lim " =0 — Donde el grado del numerador es mayor que el grado del denominador
X0 X —

. X
lim . =0 — Donde el grado del numerador es mayor que el grado del denominador
xX?—o X —

Existe A.H. en la recta horizontal y=0 . Por norma general, en cociente de polinomios, es suficiente que
estudiemos el limite en +o0 . Pero ojo, si aparecen exponenciales y/o logaritmos es bueno que
estudiemos el limite tantoen +00 comoen —oo |, ya que las A.H. pueden aparecer solo en un lado de la
funcion.

Por dltimo, como regla general, si existen A.H. no tendremos A.O. No olvidemos indicar este dato:
debemos escribir explicitamente que no existen A.O. porque tenemos A.H.
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m Asintotas 2

2
X

Estudia las asintotas oblicuas de [ (x):ﬁ
x—

Una asintota oblicua es una recta con pendiente no nula, de forma general y=mx+n ,donde m
es la pendiente de larectay n el valor de la ordenada en el origen.

Cada parametro de la recta se calcula con un limite asociado.

2

. X . 1
m=hmM — m:hm);— - m=—
x>0 X 0 22X —Xx

[\

Donde hemos usado que el valor del limite, al ser cociente de polinomios del mismo grado en el infinito, es
, . - . 2
igual al cociente de los coeficientes que acompanan al mayor grado x

Si m=0 significa que o bien nos hemos equivocado en las operaciones, o bien que no existe A.O (una
recta con pendiente nula es una recta horizontal, por lo que determinaria una A.H.).

1 23 —2x +x
n=lim (f (x)=mx) — n=lim(773-7%) - n=lim =
n=hm$ — n:l

x>0 4x_2 4

Donde nuevamente usamos que el valor del limite es igual al cociente de los coeficientes que acompafan al
mayor grado x

La A.O. resulta — y=%x+%
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m Continuidad 1

X

Obtener el dominio de definicion de [ (x)z\/zi
x —5x+6

pagina 13/101

Necesitamos que el argumento de la raiz sea positivo o cero. Igualmente, debemos desestimar los

valores que anulan al denominador del cociente.

Planteamos la siguiente inecuaciéon. Recuerda que la solucién de una inecuaciéon es un intervalo o la

union de varios intervalos.

X

2—20
x"—5x+6

En una inecuacion con cociente, debemos obtener las raices del numerador y del denominador. Al tener la
inecuacion el signo igual, las raices del numerador pueden formar parte del intervalo solucion final. Las
raices del denominador nunca formaran parte de la solucion final, ya que no podemos dividir por cero.

x=0

¥=5x+6=0 —» x=2 , x=3

Evaluamos el signo del cociente en los distintos intervalos formados por las raices.

—10

si x<0 - x=—10 — <0 — No cumple la desigualdad de partida

(=10)°~5(—10)+6

si 0<x<2 —» x=1 — >0 — Sicumple la desigualdad de partida

__
(17-5(1)+6

. 5
si 2<x<3 — X:E — ——— <0 — No cumple la desigualdad de partida

si x>3 - x=10 — > >0 — Sicumple la desigualdad de partida
(10)°=5(10)+6

El dominio de la funciones —» D(f) =[0,2)U (3,+x)
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m Continuidad 2

Obtener el dominio de f (x)=In(cos(x)) enelintervalo [0,2r]

La funcién logaritmo esta correctamente definida siempre que su argumento sea positivo. Por lo que
planteamos la siguiente desigualdad estrica (que no incluye al signo igual).

cos(x)>0

Recordando la gréfica de la funcion coseno es muy facil determinar los intervalos donde la funcién es
positiva dentro de  [0,2 ]

Viendo la gréafica concluimos:

Dom(f) =0, %

¢ Qué grafica de funciones elementales es bueno tener siempre en mente? Logaritmo, exponencial, seno,
coseno, tangente, rectas crecientes/decrecientes, parabolas céncavas/convexas, raiz cuadrada y

3
X
Recordando que si a una funcion le sumamos una cantidad k>0 lo que hacemos es desplazar su grafica

k unidades hacia arriba. Sl le restamos una cantidad k>0 lo que hacemos es desplazar su grafica
k unidades hacia abajo.

De la misma forma f (x—k) desplaza la grafica f(x) un total de k unidades hacia la derecha.Y
f(x+k) desplazalagrafica f(x) untotalde k unidades hacia la izquierda.
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m Continuidad 3

m si —3<x<0

Estudia la continuidad y discontinuidad de f (x): x2+1 si 0<x<1 en su dominio.
(x=1) _

¥ =1

e .
si 1<x<5

Estudiamos la continuidad primero en los intervalos abiertos de cada trozo de la funcion, y luego en los
puntos frontera que separan cada intervalo.

. sen(x) , _ ,
si —3<x<0 — f(x)zi — cociente de funciones continuas en toda la recta real. El
X

denominador se anula en x=0 , que no pertenece al intervalo —3<x<0 , por lo que f(x) es
continua.

. 2 .z . s
si —0<x<1 — f(x)=x’+1 — funcién continua por ser polindmica.

(x—1)
. e - . . . .
si 1<x<5 - 2—1 — cociente de funciones continuas en toda la recta real. El denominador se
=
anulaen x==1 |, que no pertenece al intervalo 1<x<5 ,porloque f (x) es continua.

Estudiamos los puntos frontera. Una funcién es continua en un punto si esta definida la funcion en ese
punto, si coinciden los limites laterales y si el valor del limite es igual a la imagen del punto en la
funcion.

El punto x=—3 no lo estudiamos porque la funcién no esta definida en ese punto.

x=0
flo)=1
- sen(x) 0_. L, . . .
L =11m7:6=mdetermmaczon — L'Hbépital (recuerda enunciar siempre la regla, con sus
x=20" X
~ .. cos{x
condiciones, antes de aplicarla) - L :11m¢:1

x>0

L' =lim (x*+1)=1

x>0"
L =L"=1 - L=1
f(0)=L - 1=1 - f(x) escontinuaen x=0
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x:
f(1)=2
L™ =lim (x’+1)=2
x=>1
(x=1)_ . (x—1)
L+:1i_)n1} ex2—1 1 = 1_1 :%Eindeterminacio'n — L'Hopital — L+:)lci_)n1} e2x :%

- 1
L #L" — 27&5 — Al no coincidir los limites laterales f(x) no es continuaen x=1

x=5
4
e —1
5
ris)=4
- P
L =lm—; = — La funcion no esta definida a la derecha de x=35 , por lo que no tiene

x5 x —1 24
sentido preguntarnos por el limite derecho L" — En este caso el limite de la funcion en x=35 coincide
e'—1
24

con el valor del limite izquierdo - L =L=

4 4
-1 e —1
5\=7 _, &£ —1_¢e—1 - —5
f(5) o a f(x) escontinuaen x

Llegados a este punto, como me sobra un espacio en blanco la mar de mono, voy a poner un chistecillo
para amenizar la lectura y comprension de estos gloriosos ejercicios.

Esto es un gato y un gallo que tienen un golpe con sus coches. Y dice el gato:
“iMiauto, miauto, miauto!”
Alo que responde el gallo:

“iKi ki ki kiere ke le haga!”.
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BEjercicios de derivabilidad

m Derivabilidad 1

\/; si 0<xx<l1

Estudia la derivabilidad de f(x)z )
x° si x>1

} en x,=1 usando la definicion formal de

derivada.

Para que una funcién sea derivable en un punto debe ser continua en ese punto y coincidir las
derivadas laterales en ese punto.
Ademas, al derivar, el problema nos pide wusar la definicion formal de derivada
) x+h)— f(x
fr(x):hmf( ) f( )
h-0 h

Comenzamos estudiando la continuidad en x,=1 . No estudio la continuidad en los intervalos abiertos
donde la funcién esta definida, ya que no me lo pide el enunciado.

y no usar directamente las reglas de las tablas de derivacion.

Una funcién es continua en un punto si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. Debe existirimagende x, — f(x,) — f(1)=V1=1
2. Deben coincidir los limites laterales en x, . Es decir:

L =lim f(x) > L =limvx=1

xdx, x=>1
L'=lim f(x) - L'=lim(x°)=1
XX, x>1"

L =L"=1 - L=1 — Ellimitevale 1

3. Deben coincidir la imagen del punto y el limite —  f (x,)=L — 1=1

Por lo tanto, la funcién es continuaen x,=1

Continuamos calculando la derivada de la funcién, pero a partir de la definicién formal de derivada.

d[\/;] \/m—\/;: i m—J}MWNE_ . x+h—x h

=lim li — =lim —=lim —
dx 0 h 10 h Vx+h+Vx w0 h-(Vx+h+x) w0 h-(Vx+h+x)
lim—t =1 _—_1
o Vx+htx Vx+dx 24x
2 2 2 2 2 2 2
B0 WP /) SSRGS TR S

X ms0 10 h 10 10
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Ya podemos escribir la funcion derivada de la funcién a trozos de partida (recuerda dejar los intervalos
abiertos, sin el signo igual, ya que aiin no hemos demostrado que sea derivable en el punto frontera
que separa los intervalos).

1
, = s5i O<x<l
f (X): 2\/x
2x si x>1

Estudiamos las derivadas laterales a izquierda y derecha de x,=1 . Recuerda que una derivada lateral
es hacer el limite correspondiente a la funcién derivada. Es decir.

_ . 1 1 1
"1 )J=llm —=== (17 )=1i =2 —» —=#2
f(1) xler2\/x 7 (17 111}}2x 2 3

Las derivadas laterales no coinciden. La funcion no es derivable en x,=1

Insisto una vez mas. Al obtener las derivadas laterales tenemos que hacer un limite. Si al evaluar
obtenemos un valor finito o infinito, ya tenemos el valor del limite lateral. Y si aparece una indeterminacion,
aplicamos las reglas conocidas de resolucion de indeterminaciones.

m Derivabilidad 2

1
Obtener la recta tangente y normala  f (x)=In(x+ 1)—T1 en x=0
X

La interpretacion geométrica de la derivada afirma que la derivada de la funcién en un punto es igual a la
pendiente de la recta tangente a la funcién en ese punto.

Y con la pendiente m y un punto de la recta (xo, yo) , podemos obtener la recta tangente a la funcion
en ese punto.

Primero derivamos.

R | 1 x+1+1_ x+2
A e ey Yy

> - ['(0)=2 - m=2

En segundo lugar obtenemos la imagen en la funcién del valor x=0 — f (O)Z—l

(xo’yo):(oa_l)
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Recuerda, la pendiente se obtiene evaluando en la derivada y la imagen evaluando en la funcién de
partida. No te lies.

Podemos usar la ecuacién punto-pendiente de la recta.

Y=o 2:y+1
X—X x—0

m= — y:2x—1

También podemos llegar al mismo resultado usando directamente la ecuacion explicita de la recta.
y=mx+n — y=2x+n —» —-1=2:-0+n —» —-1=n — y=2x-—1

Esta es la recta tangente a la funcionen x=0

¢ Qué relacion hay entre la recta tangente y la recta normal? Ambas son perpendiculas. Y el producto de las
pendientes de dos rectas perpendiculares es iguala —1

—1

m,m,=—1 - 2-m=-1 — ngT

Con la pendiente de la recta normal y el punto ya conocido (xo,yo)I(O,—l) podemos obtener la
ecuacion de la recta normal.

_ Y=Y —1_ y+l _—1
X=X, 2 x—0

m

m Derivabilidad 3

Obtener la recta tangente a f(x):arcotg(x) paralela a la recta que pasa por los puntos
A(1,3) y B(=2,0)

Dos rectas paralelas tienen la misma pendiente m . Por lo que debemos obtener la pendiente de la
recta que pasa por los dos puntos dados.

Esa recta viene dada por la expresion:

T
(98]

Yo Vi _ VTN 0-3 _y-3
X,—X; X—X -2-1 x-—1 x—1
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Segun la interpretacion geométrica de la derivada, debemos obtener el punto de la funcion cuya derivada
coincida con el valor de la pendiente m=1

1 1 2
"(x)= - =1 - I=1+x" —» x=0
f(x) 1+x° 1+

Calculamos la imagen del punto x=0 — f(0)=arcotg(0)=0 — (x,,,)=(0,0)
Y con la pendiente y un punto, podemos escribir la ecuacion de la recta tangente a la funcién en ese punto.
_ Y=o

m= - 1=
x_xO

m Derivabilidad 4

a-cos(x)+2x si x<0

Obtener ¢ y b paraque f(x)= sea derivableen x=0

a’ -1n(x+l)+i si x=0
x+1

En estos problemas de determinar dos parametros en una funcién definida en dos trozos, suele aparecer
una condiciéon al estudiar la continuidad y otra condicién a estudiar la derivabilidad. Con esas
condiciones, podremos formar un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que resolveremos.

Primero estudiamos la continuidad en x=0

f(0)=a-cos(0)+2-0=a
L =lim (a-cos(x)+2x)=1 , L*:lim(az-ln(x+1)+i):b o L'=L" > a=b
x>0 x=0" ‘X+l

f(0)=L - a=b — f(x) escontinuaen x=0 siempre que se cumpla a=b

Derivamos la funcion a trozos. Recuerda quitar el signo igual en el punto frontera, ya que eso es
precisamente lo que queremos demostrar ahora: saber si es derivable en el punto frontera x=0

—a-sen(x)+2 si x<0
' — 2
/') a“ b > si x>0
x+l (x+1)

La funcién sera derivable en x=0 si coinciden las derivadas laterales.
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2
, _ . ’ +\ _1: a b _ _
700 )ZJLI})@(—a~Sen(x)+2):2 , f'(0 )_,lfg(x+l_m)_a2_b — 2=da’-b

f(x) esderivableen x=0 sise cumple la condicion 2=a’—b

Llegamos al siguiente sistema.

{ 2a 7)[) 2] — Sustituimos la primera ecuacion en la segunda —» a°—a—2=0
a —b=

Resolvemos - a=—1 , a=2

Las soluciones finales que garantizan la derivabilidad en x=0 son dos:

m Derivabilidad 5

Demuestra que la funciéon f (x)zx—\/; tiene una unica solucién para x>Z

En primer lugar demostremos, por el Teorema de Bolzano, que la funciéon f (x)zx— Jx tiene al menos
: 1 . . .
una solucién real para x>Z . Para ello buscamos un intervalo cerrado donde la funcién sea continua y

cambie de signo al ser evaluada en los extremos del intervalo.
Si f(x) continua en [a,b] y fla) f(b)<O — 3Tc€(a,b)lf(c)=0

El dominio de la funcion son todos los nimeros reales positivos mas el 0 , por lo que podemos considerar
el siguiente intervalo:

[510) = f(3)<0 ., £(10)>0 — Fce(J,10)/f (¢)=0

. . g 1 .
Una vez demostrada la existencia de al menos una solucion real para x>Z , demostremos que es unica
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por reduccién al absurdo y aplicando el Teorema de Rolle.

1 1
Nuestra hipotesis de partida es que existen dos soluciones x=c¢,>— |, x=cz>z tal que

4

f(c,)=f(c,)=0 . Como la funcion es continua en IR* +[0] , sera continua en [c,,c,] por ser
positivos ambos extremos del intervalo. Ademas nuestra funcion es derivable en el intervalo (0,+oo) , por
lo que también es derivable en (c1 , cz) . Asi estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Rolle.

Si f(x) continua en [c,c,] ,derivable en (c,c,) y flc)=f(c,) —
- 3(P€<Cl’cz)/f'(69>:0

Derivamos la funciéon e igualamos a cero.

f(x)=x—Vx - f'(x)=1—2\1/;=2f/§1 . f'(e)=0 - P=

Y llegamos a un absurdo, ya que hemos supuesto que ¢, y ¢, son mayores que , por lo que

4
1

nuestra hipétesis de partida es falsa. Solo existe una unica solucién para x>Z

Y aqui tengo otro huequecillo para un chiste.

Estos son dos tomates que cruzan la carretera. Y de pronto dice uno al otro:

“iCuidado con el camion, sshhooff!”

Y responde el otro tomate:

“¢ Qué?, jsshhooff!”
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BEjercicios de optimizacion

m Optimizacion 1

Obtener las dimensiones del rectangulo inscrito en la circunferencia de radio unidad y centrada en el
origen de coordenadas, con mayor area posible. Obtener el valor de dicha area maxima.

Para resolver los problemas de optimizacion puede ser util seguir el siguiente esquema de trabajo:

1. Hacer un dibujo ilustrativo (si es posible).

2. Indicar claramente cual es la magnitud que debemos optimizar (perimetro, area, volumen, distancia, coste
economico, tiempo, etc.). Para este tipo de problemas es bueno tener claro las férmulas del perimetro, area
y volumen de las siguientes figuras geométricas: triangulo, rectangulo, circunferencia, circulo, esfera,
cilindro, cono y paralelepipedo.

3. Escribir la ecuaciéon de la funcién a optimizar. Si esta funciéon depende de varias variables, usar los datos
del enunciado para dejar la funcion dependiente de una unica variable.

4. Imponer la condicidon necesaria de extremo relativo: primera derivada igual a cero. Los puntos que
cumplan esa igualdad seran los puntos criticos, candidatos a extremos relativos.

5. Demostrar si estamos ante un maximo o minimo relativo. Tenemos dos formas de demostrarlo. Evaluando
el signo de la primera derivada a ambos lados del punto critico (y comprobando que cambia de signo), o
bien evaluando el punto critico en la segunda derivada (si la segunda derivada es positiva, estaremos ante
un minimo; si la segunda derivada es negativa, estaremos ante un maximo). En el primer método, al evaluar
a ambos lados de los puntos criticos, debemos estar atentos a los puntos donde la funcién a optimizar no
esta definida.

6. Si el enunciado nos pide obtener la imagen del punto critico, debemos obtener el valor del punto critico en
la funcién de partida.

En nuestro problema podemos representar la siguiente grafica. El rectangulo inscrito tiene un vértice en
cada uno de los cuadrantes, siendo (x , y) las coordenadas del vértice del primer cuadrante.

B 0.8
() 9 (xy)

0.6

04

02

0.2 0.4 0.6 0.8 1.2

(%)
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El area del rectangulo es la magnitud a maximizar, siendo su formula:

A=base-altura=2x-2y=4xy

Esta funcion depende de dos variables. Vamos a relacionarlas con la ecuacién de la circunferencia de radio
unidad centrada en el origen.

+y'=1 > y=\/1—x2

Por lo que el area queda como una funcion dependiente de una Unica variable.

A=4x~\/1 —xz=4\/xz—)c4

El dominio de la funcion area resulta —  D(A4)=[—1,1]

Derivamos e igualamos a cero, por ser la condicidén necesaria de extremo relativo.

2x—4x _ x—=2x

A'=4- =4
2\/x2—x4 \/xz—x4

A4'=0 > x-2x=0 > x(1-2x")=0 — x:_T@,o,T2
Al ser (x , y) _un punto del primer cuadrante, debemos tomar como punto critico a maximo relativo el valor
positivo x——2

2

Evaluamos la primera derivada a izquierda y derecha de x=72 , sin olvidar el punto critco x=0 vy el

valor que marca el final del dominio de definicion x=1

si 0<x<7 - x=0,1 — 4'(0,1)>0

si \/—22<x<1 - x=09 - 4'(0,1)<0

. . . 2 o .
La derivada cambia de signo — xZT es un maximo relativo.
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Por lo tanto el rectangulo resultante es de base 2x:\/§ u y de altura 2y:\/§ u . El area maxima
resulta A, =2 u’

m Optimizacion 2

Obtener el punto de la gréfica de la funcion f (x):\/x—l a menor distancia del punto P(S,O)
Obtener dicha distancia minima.

Un punto arbitrario de la funcion sera O(x, y)=0 (x, Vx— 1)

La distancia del punto () al punto P sera la funcion a minimizar.

d(0,P)=V(5—x P+0—Vx—1)=V(5—xP+x—1=125+ x’— 10 x +x— 1 =V/x’—9 x+24

El discriminante de la raiz siempre es positivo, por lo que el dominio de la funcién d (Q, P) son todos los
numero reales.

Derivamos e igualamos a cero, por ser la condicién necesaria de extremo relativo.

, 2x-9
d AT 2 on A
29 x+24

d'=0 - 2x-9=0 — X:%

- 9 . . : .
Tenemos el punto critico x=5 , candidato a extremo relativo. Evaluamos la primera derivada a ambos

lados del punto critico (recordando que el dominio de la funcién a optimizar son todos los reales).
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Si x<% - x=1 - d'(1)<0

si x>% S x=10 - d'(10)>0

La derivada cambia de signo — x=5 es un minimo relativo.

Las coordenadas del punto son — (% f (%)):(% , \/g)

La distancia minima resulta:

m Optimizacion 3

Se quiere construir un depdsito abierto de base cuadrada y paredes verticales con capacidad para
13,5 metros cubicos. Para ello se dispone de una chapa de acero de grosor uniforme. Calcula las
dimensiones del deposito para que el gasto en chapa sea al minimo posible.

La funcién que debemos optimizar es la cantidad de chapa utilizada, que sera suma de la chapa empleada
para la base cuadrada mas la chapa empleada en las cuatro paredes verticales. En cada caso, la cantidad
de chapa serd igual al volumen de chapa necesaria para construir cada parte.

Si la base es cuadrada supondremos Xx el valor del lado. Las paredes seran rectangulares, de base x y
de altura y

El grosor de la chapa, que es uniforme (es decir, constante), lo llamaremos d

Volumen chapa base =x-x-d=x"-d
Volumen chapa paredes =4-x-y-d
Volumen total chapa =x"-d+4-x-y-d=d(x’+4-x-y) > V=d(x’+4-x-y)

Donde recordamos que el grosor d es un valor constante. En la practica, al ser el grosor uniforme, lo que
buscamos optimizar es la superficie total de chapa empleada.

La funcion ¥V obtenida depende de dos variables: x,) . Con el dato del volumen del enunciado
podemos relacionar ambas variables.
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13,5

2
X

13,5 m’=x-x-y — 135=x"-y — y=

13,5\ _ 2, 54
35 (3

Llevamos este valor a la funcién V' — V=d(x2+4‘x‘y)=d(x2+4-x~

El dominio de esta funcion es Dom(V)ZIR—{O} . Solo tienen sentido fisico distancias positivas, por lo

que exigiremos valores positivos de la variable x

El gasto minimo de chapa se produce para aquel valor de la variable que minimiza la funcién V(x) . Por
lo tanto, deberemos derivarla, igualarla a cero y obtener los puntos criticos. Finalmente demostraremos que
el punto critico es un minimo relativo.

3
V:d(x2+%) — d esuna constante — V':d(zx_s_‘;) . V’:d(L;M)
X X
3 3
V'=0 — d(zxizsél):o M:O - 2x3_54:0 N x3:27 o x=3
X X

Vamos a determinar si el punto critco x=3 es un minimo relativo. Para ello evaluamos el signo de la
primera derivada en los siguientes intervalos.

(03) - V'(1)<0 - V(x) decreciente
(3,40) —» V'(10)>0 — V(x) creciente

Por lo tanto, en x=3 encontramos un minimo relativo.

13,5_13,5_3
Si x=3 — = = =
i X ¥ = )

Las dimensiones solicitadas son: una base cuadrado de lado x=3 m y paredes verticales de base
3
x=3 m yaltura yZE m

54
El volumen de chapa minimo es igual a V(3)=d(x2+—)= 27-d m’ , que légicamente resulta en
X

funcion del grosor desconocido d


http://www.danipartal.net/

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato
Problemas — Preparacion a Selectividad: Resumen de problemas resueltos para preparar Selectividad

pagina 28/101

m Optimizacion 4

Sea un tridngulo rectangulo de hipotenusa 90cm . Haciéndolo girar alrededor de uno de sus
catetos genera un cono. Obtener las dimensiones de los catetos para que el volumen del cono

. 1>
engendrado sea maximo. Ayuda: volumen de un cono V=§ nroh

La funciéon a maximizar es el volumen. Depende de dos variables, el radio y la altura, por lo que buscaremos
una relacion entre ambas variables.

Imagen tomada de http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Segun el dibujo la altura del cono coincide con el cateto de longitud y . El radio de la base coincide con el
cateto de longitud x . Porlo que el volumen resulta:

L
3 y

Por Pitagoras — 90°=x"+)" — x’=8100—)" — V=%ﬂ:(8100—y2)y:%n(8100y—y3)

Ya tenemos la funcién a optimizr dependiendo de una sola variable. Derivamos e igualamos a cero para
aplicar la condicién necesaria de extremo relativo.

V':%ﬂ(8100—3y2) . V'=0 - 8100-3y’=0 — ’=2700 — y=+30+3

Donde tomaremos la solucién positiva ya que las distancias tienen sentido fisico positivas.

Para demostrar si estamos ante un maximo de la funcién volumen, evaluamos el punto critico en la segunda
derivada.

V”=%n(—6y):—2ny — V”(30\5)<0 —  »=30+/3 es un maximo relativo

Dimensiones de los catetos:  y=30vV3 cm — x=30v6 cm
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m Optimizacion 5

Encontrar, de entre todas las rectas que pasan por el punto (1,2) , aquella que forma con la partes
positivas de los ejes de coordenadas un triAngulo de area minima. Obtener dicha area minima.

La ecuacion canénica de la recta nos permite expresar la recta a partir de los puntos de corte de la recta
con los ejes de coordenadas.

+<=1 — (a,0),(0,b)er

~
Q =
S =

Con a>0,b>0 para nuestro problema, ya que la recta pasa por el punto (1,2) y corta a los semiejes
positivos de coordenadas formando un triangulo. Por lo que la pendiente de la recta sera negativa (ver

imagen).
]
44 (0b)

a>0,b>0

w
o =
+
o=
"

(1.2)

Y esta es la funcidon que debemos optimizar para buscar su maximo relativo.

La funcion depende de dos variables. ;Como podemos relacionar ambas variables, para dejar A4 en
funcién de una sola variable?

Con ayuda de la ecuacion de la recta, que pasa por el punto (1,2)

Llevamos esta relacion a la ecuacion del area del triangulo.
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b2

A= 1.
2 b-2

ab —» A=

b
——b - =
b—2 4

| —

1
2

El dominio de la funcién area es Dom(A) :IR—{2} . 'Y segun la condiciones de nuestro enunciado, solo
tienen sentido valores positivos de b , ya que la recta solo corta al eje OY en su semieje positivo.

Derivamos e igualamos a cero la funcién, como condicién necesaria de extremo relativo.

1 2b(b=2)-b" .1 2b°—4b-0b" 1
=5 (e A=y - A'=7
2 (b-2) 2 (b-2) 2 (b

A'=0 - b’—4b=0 — b=0 , b=4

A !

b*—4b
_2)2

Tenemos dos puntos candidatos a extremos relativos. Vamos a evaluar la derivada en los siguientes
intervalos, para decidir si son maximos o minimos.

(=0,0) > A'(=10)>0
(0,2) —» 4'(1)<0
(24) - 4'(3)<0
(4,40) - 4'(5)>0

En b=0 la funcion presenta un maximo relativo (aunque este valor no lo contemplamos realmente, segun
las condiciones de nuestro enunciado), y en b=4 aparece un minimo relativo (que también es absoluto si
nos cernimos a valores positivos de b , que son lo que tienen sentido en nuestro problema).

Porlotanto,si b=4 — a=2 — A=4 u’

La ecuacion de la recta resulta:

+
RS

=1 - r:y=—2x+4

NSY I
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B Vvalor absoluto

m Valor absoluto 1

x’—1

X

Estudiar la derivabilidad de f (x)=x—|

| en su dominio de definicién.

Siempre que nos encontremos con valor absoluto debemos romper la funcion en trozos antes de operar.
Para ello, obtenemos las raices tanto del numerador como del denominador que aparecen dentro del valor
absoluto (si fuese un polinomio, y no un cociente, siemplemente obtendriamos las raices del polinomio).

¥—1=0 —» x==1

x=0

Representamos en la recta real las raices obtenidas, recordando que las raices del denominador no
pertenecen al dominio de la funcion ya que no podemos dividir por cero. Y evaluamos el signo del
argumento del valor absoluto en cada uno de los intervalos obtenidos.

2
si x<—1 — porejemplo x=—10 (1_0#<0
2
L G
si —1<x<0 — por ejemplo x:T — 71>0
2
1 2
1 () !
si 0<x<l — porejemplo xzz — f<0
2
2
si x>1 —porejemplo x=10 — (101)701>0

En los intervalos donde el argumento del valor absoluto sea positivo, podemos quitar las barras de
valor absoluto sin mas. Donde el argumento ea negativo, debemos colocar un signo negativo al
eliminar las barras. De esta forma, tendremos los siguientes intervalos (fijate que en uno de los tramos
incluimos el signo igual para x=—1 y x=1 ,peronopara x=0 ).
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5 \
2
x - . —
x+ si x<-—1 2x -1 si x<—1
X X
2
x -1 . 1 .
xX— si —1<x<0 — si —1<x<0
f(x)= 2x — operamos — f (x)= xz
x =1 . 2x—1
x+ si 0<x<1 si O<x<l1
X X
xi—
X — si x>1 — si x>1
X X

Recuerda: el 0 no pertenece al dominio de la funcion y por eso no aparece el signo igual en ninguno de
los intervalos a la izquierda o a la derecha de 0

El dominio de definicion de la funcion a trozos es IR—{0]

Una funcién es derivable en su dominio si es continua y si esta definida la funcién derivada en ese dominio.

La continuidad se estudia primero en los intervalos abiertos y luego en los puntos frontera que dividen los
intervalos.

2
x<—1 - f(x)=2¥=1
X

— Continua en el intervalo abierto por ser cociente de polinomios y no

incluira 0 , valor que anula al denominador.

—1<x<0 - f (x)=— — Continua en el intervalo abierto por ser cociente de polinomios y no incluir
X
a 0 ,valor que anula al denominador.

2x*—1

O<x<l — f(x): — Continua en el intervalo abierto por ser cociente de polinomios y no

incluira 0 , valor que anula al denominador.

x>l — f(x)Z— — Continua en el intervalo abierto por ser cociente de polinomios y no incluir a
X

0 , valor que anula al denominador.

Para estudiar la continuidad en los puntos frontera aplicamos las tres condiciones de continuidad en un
punto.

x=—1

fln)==1

2x°—

L = lim
x>-1 X
f(=1)=L -

I_

1

+ .
L = lim
xs—1" X

=1 » [ =L'=—1 —» L=—1

—1=—1 — f(x) escontinuaen x=—1


http://www.danipartal.net/

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato

Problemas — Preparacion a Selectividad: Resumen de problemas resueltos para preparar Selectividad

pagina 33/101

x=0

A7(0) > f(x) noescontinuaen x=0 — f(x) noesderivableen x=0

x=1
f(1)=1
2
I =tim 2= oy olimi=l o =121 o L=l
x> X x> X

f(1)=L - 1=1 - f(x) escontinuaen x=1

Estudiamos la derivabilidad, en primer lugar, en los intervalos abiertos.

2x+1
2
X

x<—1

_—21 si —1<x<0

[rx)=( ",
M Sl‘ 0<x<1
X
_—1 si x>1
X

En todos los intervalos abiertos la funciéon derivada esta bien definida, ya que ninguno de los intervalos

incluye el valor x=0 que anula los distintos denominadores. Por lo tanto f(x) es derivable en
x<—1 , —1<x<0 , O<x<l , x>1

Estudiamos la derivabilidad en los puntos frontera donde la funcion era continua. Recuerda que la funcion

sera derivable en esos puntos frontera si coinciden sus derivadas laterales (recuerda que una derivada
lateral no es mas que el limite por la derecha o por la izquierda en la funcién derivada correspondiente).

x=—1
2 J—
Fr=1)=1im 25 =3 | fr(=1)=lim Th=o1 o —3#-1

x>—1" X x>-1" X

f(x) noesderivableen x=-1
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X=

2
Fr(10)=lim 22 =3 f(1t)=tim L=o1 o 321

x=>1" X x>-1" X

f(x) noesderivableen x=1

m Valor absoluto 2

Sea la funcion (x):xz— |x| . Estudiar su derivabilidad, monotonia y extremos relativos.
Rompemos a trozos, antes de nada, el valor absoluto.

x=0
El argumento del valor absoluto es negativo a la izquierda de cero y positivo a la derecha de cero.

fx)= xz+x si x<0
x*—x si x>0

Para que la funcion sera derivable, primer debe ser continua. En los intervalos abiertos x<0 , x>0 la
funcién es continua por ser polindbmica.

En el punto frontera x=0 aplicamos las condiciones de continuidad.

f(0)=0
L =lim (x*+x)=0 , L'=lim(x’~x)=0 — L =L'=0 — L=0
x=0 x=0"

f(0)=L - 0=0 - f(x) escontinuaen x=0

Estudiamos la funcion derivada en los intervalos abiertos.

f’(x)=[2x+1 Si x<0}

2x—1 si x>0

En los intervalos abiertos x<0 , x>0 Ia funcion derivada es continua por ser polindmica. Por lo tanto,
f (x) es derivable en los intervalos abiertos.

Estudiamos la derivabilidad en el punto frontera, calculando si coinciden las derivadas laterales.
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x=0
(07 )=lim (2x+1)=1 , f'(0")=lim 2x—1)=—1 — 1#-1

x=0" x=20"

f(x) noesderivableen x=0
Anulamos la primera derivada en cada intervalo para determinar la existencia de puntos criticos.

si x<0 — f'(x):() - 2x+1=0 — x:_?l

si x>0 > f'(x)=0 - 2x—1=0 — x=%

Ambos puntos criticos pertenecen a los intervalos donde estan definidos cada tramo. De no haber
sido asi, no los considerariamos. Determinamos los extremos con el valor de la segunda derivada en el
punto critico.

. -1
si x<0 - f'(x)=2>0 — X=—- esun minimo relativo

. 1 . .
si x>0 - f'(x)=2>0 — x=5 es un minimo relativo
El estudio de la monotonia resulta:

. -1
S1 x<7 - f(x) es decreciente

_71<x<0 —  f(x) escreciente

O<x<% —  f(x) es decreciente

%<x —  f(x) escreciente

iOjo, una trampa final! Los minimos que hemos obtenido son lo que anulan la primera derivada. Pero al
trabajar con intervalos debemos tener en cuenta a todos los puntos frontera de los intervalos.

En x=0 la funcién es continua pero no derivable, por lo tanto nunca podra ocurrir que f ’(O)—O
Pero si ocurre que si la funcion a la izquierda x=0 es creciente, y a la derecha de x=0 es
decreciente, tenemos un maximo relativo (es un punto anguloso, al no ser suave el trazo de la funcién en
ese punto).
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m Valor absoluto 3

1
Representar sobre una misma grafica las funciones f(x)=|x2—1| y g(x)=§+5 . Obtener

puntos de corte de ambas graficas.

Si la funcion que tenemos dentro del valor absoluto es sencilla de representar (una parabola concava hacia
arriba, en este ejercicio), la mejor forma de obtener un boceto rapido de su grafica es pintar la funcién sin
valor absoluto y luego pasar la parte negativa de la funcién a positiva.

La parabola y=x’—1 tiene extremo relatvo en y'=0 — 2x=0 — x=0 — (0,—1) esun

.. . i . ~ 2
minimo absoluto de la parabola, ya que al ser positivo el coeficiente que acompafia a x~ genera una
parabola concava.

Los puntos de corte con el eje horizontal son > y=0 — x=*1 — (-1,0) , (1,0)

X 1
La recta g(x)=§+2 tiene pendiente mzz (coeficiente que acompafiaa x en la forma explicita de

1
la recta) y pasa por el punto (0,5) (ordenada en el origen) y por el punto (— 1,0)
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Para estudiar los puntos de corte entre ambas graficas, debemos en primer lugar romper el valor absoluto
en trozos. Recuerda: no operes con funciones con valor absoluto sin haberlas roto previamente en trozos.

Para ello igualamos el argumento contenido en el valor absoluto a cero, y obtenemos las raices.

X—1=0 - x=+1
si x<—1 - x=—10 - (=10)°=1>0
si —1<x<l - x=0 - (0)—1<0

si x>1 - x=10 - (10 =1>0

Donde el argumento sea negativo, deberemos colocar un signo menos al quitar el valor absoluto.

=1 si x<—1
f(x)z 1—x> si —1<x<1

2 .
x—1 si x>1

Fijate que ponemos el signo igual en uno (y solo uno) de los tramos de cada punto frontera, para garantizar
la continuidad de la funcion.

Ahora ya podemos estudiar los punto de corte, igualando la férmula de las graficas en cada intervalo.

si x<—1 — x2—1=§+% — xz—g—%=0 — No hay solucion dentro del intervalo
si —l<x<l - l-x’=X4= _, x2+£—l=0 - x=—1 , le
2 2 2 2 2
3
> > 2—1:—+— — 2—ﬁ——:O — =—
Si X X X 275 X
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JEstudio y representacion de funciones

m Estudiar funciones 1

1
Sea la funcion f:(0,+oo) y definida por f(x)=—+ln(x) . Halla los extremos absolutos de
X

1
f (x) (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan) en el intervalo [—, e]
e

Todo extremo absoluto es relativo. Pero el inverso no es cierto: un extremo relativo puede no ser
absoluto.

Cuando nos pregunten por extremos absolutos en un intervalo cerrado, debemos evaluar la funcién en
los extremos del intervalo y obtener la imagen de los posibles extremos relativos. Comparando las
imagenes podremos determinar si hay extremos absolutos.

=1 & rhzesin(b)=esm(1)=tn(e)=e—1 = (L e—1)=(1 1,71)
e e e e e
x=e — f(e):%+ln(e):é+l . (e,é+1)=(e,l,37)

Derivamos e igualamos a cero, como condicion necesaria de extremo relativo.

, -1 1 _ -1+
frlR=Ter=—
x X X

f'(x)=0 > —1+x=0 - x=1

Decidimos sien x=1 tenemos un minimo o un maximo relativo evaluando la segunda derivada.

2
f”(x)z_x -:2x:—x+2 — f'"'(1)=1>0 — x=1 es un minimo relativo
X

3
X

x=1 - f(1)=1+In(1)=1 - (1,1)
Comparando el valor de las imagenes de los tres puntos obtenidos, concluimos:

(1,6—1)2(1,1,71) maximo absoluto en el intervalo [l,e]
e e e

(1,1) minimo absoluto en el intervalo [l, el
e
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m Estudiar funciones 2

2
Sea la funcion definida por 1 (x)=( 2x . Estudia el dominio, los puntos de corte con los

x+1)(x—2)
ejes, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos.

En un cociente de polinomios el dominio son todos los reales menos los valores que anulan el denominador.
Porlotanto D( f)=R—{-1,2]

Los puntos de corte con el eje horizontal implica £ (x)=0 — (0,0)
El punto de corte con el eje vertical implica x=0 — (0,0)

Para estudiar el crecimiento y los extremos relativos, obtenemos la primera derivada e igualamos a cero
para calcular los puntos criticos.

_ —2x’—8x

fl(x)_()cz—x—2)2

f'(x)=0 - —2x"-8x=0 —» x=—4 , x=0

Para evaluar el signo de la derivada a los lados de los puntos criticos debemos tener en cuenta los puntos
que no pertenecen al dominio de la funcion.

si x<—4 - f'(—10)<0 — f(x) decreciente
si —4<x<—1 - f'(=2)>0 — f(x) creciente

si —1<x<0 — f’(%l)>0 —  f(x) creciente

si 0<x<2 — f'(1)<0 — f(x) decreciente
si 2<x — f'(10)<0 — f(x) decreciente

Encontramos un minimo relativoen x=—4 y un maximo relativoen x=0

Si nos hubiesen pedido obtener las imagenes d ellos extremos, hubiéramos calculado  f° (—4) y f (0) .
En este ejercicio no nos lo han pedido, por lo que ya hemos terminado nuestro estudio.
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m Estudiar funciones 3

Determinar a,b,c,d para que f(x)=ax’+bx’+cx+d posea un extremo relativo en x=0 |,
un punto de inflexion en (1,0) y para que la pendiente de la recta tangente en el punto de inflexion
seaiguala —3

Nos piden cuatro parametros, por lo que del enunciado deberemos obtener cuatro condiciones para formar
un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas.

De la condicién necesaria de extremo relativo »  f'(x)=0 — ¢=0
Silafuncién pasapor (1,0) — f(1)=0 — a+b+c+d=0
De la condicién necesaria de punto de inflexion — /' '(x)=0 — 6a+2b=0

Y de la interpretacion geométrica de la derivada podemos deducir que el valor de la derivada de la funcién
en x=1 es -3 — f'(1)=—3 - 3a+2b+c=-3

Con estas cuatro condiciones formamos un sistema, de solucion general - a=1,b=—3,¢=0,d =2

m Estudiar funciones 4

1
Sea la funcién [ (x):2—+ln(x) definida para x>0 . Determina el punto de la grafica en el que
x

la pendiente de la recta tangente es maxima.

Decir que la pendiente de la recta tangente sea maxima es lo mismo decir que el valor de la primera
derivada sera maxima. Es decir, debemos estudiar los extremos relativos de la funcion derivada.

Si para f(x) la condicion necesaria de extremo relativo es f'(x)=0 , ahora para f'(x) la
condicion necesaria sera f''(x)=0

Es decir, lo que nos estan preguntando ni mas ni menos es que calculemos la existencia de puntos de
inflexion en la funcién de partida.

frx=rbel L=t L1

2x> X x X X
f'"(x)=0 » 1-x=0 — x=1

Para decidir si estamos ante un punto de inflexion, evaluamos la tercera derivadaen x=1

Si f'""(1)#0 tendremos un punto de inflexion.
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f'u(x):—l'X3—(16—x)'3x2:—x3—3)6c2+3x3:2x:3
x X X

f”’(l):—2;3:—1¢0

En x=1 tendremos un punto de inflexion.

¢,Coémo saber si es un maximo o un minimo de la primera derivada? Muy sencillo. La tercera derivada es la
segunda derivada de la primera derivada... parece un trabalenguas jajaja.

Por lo tanto: tercera derivada negativa significa que la segunda derivada de la primera derivada es negativa.
Es decir, tenemos un maximo de la primera derivada. Como queriamos demostrar.

m Estudiar funciones 5

Estudia y representa [ (x)= ln(x)

X

El dominio de la funcion son todos los reales positivos, ya que el denominador se anula en x=0 vy el
logaritmo se define para argumentos positivos — Dom ( f(x))=(0,+x)

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resultan:

corte con eje OX — y=0 - In(x)=0 — (1,0)

corte con eje OY — x=0 — Lafuncién no esta definidaen x=0

La funcidn no presenta periodicidad. La funcion no es par ni impar.

Estudiamos la asintota vertical que aparece en x=0 . Calculamos los limites laterales.

. In(x) g o .
lim ——=7 - La funcién no esta definida en los reales negativos
x>0~ X

. In(x) _—

lim ) = fo =—o0
x=0" X 0

El logaritmo a la derechade 0 sedisparaa —oo y X es un nimero positivo; pequefio, pero positivo.
Por lo tanto, el cociente vaa —oo . Tenemos una asintota vertical a la derechade x=0

Estudiamos el limite en el infinito de la funcién para determinar la existencia de asintota horizontal. Y
recordamos que el logaritmo tiende a infinito si x tiendea oo
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1
In(x . In(x Coox 1
( ) I% — Indeterminacion — L'Hépital -  lim ( ): lim —=1im —=0
x>+ X x>+ X X+ 1 x40 X

Tenemos una asintota horizontalen =0 . En consecuencia, no habra asintota oblicua.

Estudiamos los extremos relativos y los intervalos de crecimiento con la primera derivada.

l-x—ln(x)-l
==t I =0 ()=t - xme

1
La primera derivada se anula para el punto (e, f(e))Z(e,—) . Por lo tanto hay un punto critico.
e

Debemos determinar si, efectivamente, es extremo relativo.

(0,e) - x=1 - f'(1)>0 — f(x) creciente
(e,+0) - x=10 — f'(10)<0 — f(x) decreciente

, . . - . 1
Se confirma la existencia de maximo relativo en el punto (e, —)
e

Estudiamos la curvatura con la segunda derivada.

~1 —1
— x’—(1-In(x)-2x) —-x—(1-In(x)-2)

R R

f,,(x):—1—(1—);n(x).2)=—3+)2€3ln(x) Lfr)=0 o ln(x)Z%

Resolvemos esta igualdad aplicando exponencial.

3
ln(x)=— — e"=e? 5 xz=e' - x~448

Candidato a punto de inflexion: (4,48, f(4,48))=(4,48,0,33)

Estudiamos la curvatura en los siguientes intervalos.
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(0,448) - x=1 — f''(=1)<0 - f(x) concava hacia abajo N
(4,48, +0) — x=10 — f''(10)>0 — f(x) concava hacia arriba U

Existe punto de inflexién en (4,48 ,0,33)

Ya tenemos informacion suficiente para pintar la grafica.

(2.72,0.37)  (4.48,0.33)

2 4 6 8 10 12 14

L
o
|
3]
|
a
|
IS
|
]
o

—a

f(X} - In(x)
X

m Estudiar funciones 6

Indica la monotonia, extremos relativos y puntos de inflexion de f(x) a partir de la siguiente
grafica de su derivada  f '(x)
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(0,1)

Derivada positiva implica funcion f(x) creciente. Como f’(x)>0 - f(x) es creciente en
todo su intervalo de definicion.

Un valor nulo de la derivada f’(x):O es la condicion necesaria de extremo relativo para f(x)
Como la grafica de la derivada nunca corta al eje horizontal, significa que la derivada nunca se anula. Por lo
tanto f (x) no posee extremos relativos.

Los extremos relativos de la funcion derivada son los candidatos a puntos de inflexion de f(x) . En
(0,1) la funcion derivada f'(x) presenta un maximo absoluto, por lo que f''(0)=0 , que es la
condicién necesaria de punto de inflexion de (x)

Alaizquierda de x<0 la funcion derivada es creciente, porlo que f''(x)>0
Ala derechade x<0 lafuncion derivada es decreciente, porlo que f''(x)<0

Por lo tanto, a ambos lados de x=0 la segunda derivada cambia de signo. Y como f''(0)=0 |,
podemos afirmar que (0,1) existe un punto de inflexion.

Otro chistecillo.
Un nifio va a la panaderia.
“Me da una barra, por favor. Y si tiene huevos, me da una docena”.

El nifio se fue a su casa con trece barras de pan...
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Bintegrales
m Integrales 1

2
Calcula J‘idx
X +x—2

Tenemos un cociente de polinomios con igual grado en numerador y denominador.

Podemos dividir el polinomio numerador entre el polinomio denominador, para obtener un nuevo
polinomio mas un cociente de polinomios donde el grado del numerador sea menor que el grado del
denominador (y asi poder aplicar, por ejemplo, el método de integracion de los coeficientes indeterminados).

O bien podemos llegar al mismo resultado razonando de la siguiente forma:

dx=—f _ fx+ (x Z)d i x— 2d+f

x+x2 Hx—2 X+ x—2

1= ===

xHx—2 x+x2

e e B Ty

Aplicamos en la integral que nos queda el método de los coeficientes indeterminados.

x—2 __4 + B
(x—1)(x+2) x—1 x+2

— x—2=A(x+2)+B(x—1)

Damos valores para obtener los coeficientes.

x=1 —» —1=34+0 - A:_Tl

Xx=—2 — —4=0-3B B:%

Sustituimos, sin olvidar la constante de integracion final.

11 40 1 o 4
I——x—gf x—ldx+§fx+—2dx — I——x—§1n|x—1|+§1n|x+2|+C
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m Integrales 2

3
Calcula f 5 d dx

x —5x+6

Tenemos un cociente de polinomios, con el grado del numerador mayor que el grado del denominador.
Realizamos la divisidon de los polinomios.

3 2
X 5x°—6x
=x+

X’ —5x+6 B X’ —5x+6

Y la integral nos queda:

2
)dxzx—+5x+ 129)6—_3()dx
X —5x+6 2 X —5x+6

Llegamos a una segunda integral con el grado del numerador menor que el grado del denominador, por lo
que hayamos las raices del denominador y aplicamos el método de los coeficientes indeterminados.

19x—30 A B
= +

= — 19x—-30=4(x-3)+B(x—2
T sire x-2 33 9x—30=A(x—3)+B(x—2)

X’ =5x+6=(x-2)(x-3)

Si x=3 —» B=27
Si x=2 —» A=-8

z -8 27

2
1:%+5x+f( +x_3)dx=%+5x—81n|x—2|+27ln|x—3|+C

X

Todo un clasico.

Jesucristo que dice:

2
y=x
Alo que responde San Pedro.

“Ya empieza otra vez con las parabolas”.
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m Integrales 3

x+3

3
X +Xx

dx

Calcula f

[ 253 gy X234y

3 2
X +x x(x“+1)
Descomponemos el denominador como producto de una raiz simple y una raiz compleja.
x+3 _A Bx+C

3 2
X+x X 1+x

x+3=A(1+x°)+(Bx+C)x

Damos valores para obtener los coeficientes indeterminados.

Si x=0 —» 3=A
Si x=1 —» 4=6+B+C
Si x=2 — 5=15+4B+2C

Con las dos ultimas ecuaciones planteamos un sistema 2x2  de soluciones.

Y la integral queda expresada como:

x+3 3 —3x+1 X 1
—— = dx=| =dx+| ———dx=3"In|x|—3 dx+ dx+C
J x(x*+1) J X J 1+x° -3 1+x° J 1+X

2x

+x2

3 -1n|x|—%f 1 dx+arcotgx+C=3'1n|x|—%ln|1+x2|+arcolgx+C
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m Integrales 4

Calcula fﬁdx
X +x+

El denominador es una ecuacion de segundo grado sin solucion real.

1 1 1 1 1
dx == = dx== [ ——  dx
‘[ 2X +x+2 J‘ X +£+1 2 f X2+E+L+E 2'[ +l 2+£
2 2 16 16 4’ 16
1 1 1 1 16 1
= — = dx== dx= dx
ZJ 15 ,4x+1, ZI 15 16 ,4x+1.° 2-15"r 4x+1.°
—+( ) —[1+—( )] 1+(——=)
16 4 16 15 ' 4 V15
4
8 1 -8 \/15f Vis o2 (Axtl) o
15 1+(4x+1)2 15 (4x+1)2 V15 AN

V15

m Integrales 5
Calcula _[ sen” x-cos’ x dx

Tenemos la integral de una funcion impar en coseno. Por lo que proponemos el cambio de variable:

dt

COS X

senx=t — cosxdx=dt — dx=

fsen4x-cossxdx=ft4-c055x —ft -cos’xdt= J't cos’ x dt—ft [1—sen’x]dt

COS X

2-t’

5 9
[ [1=Pde= [ ¢*-(1+c* -2 de= t“+t8—2t6dt:t§+t§—
Deshacemos el cambio de variable (que no se nos olvide esto, por Dios).

sen°x sen’x 2-sen’x
I= + - +C
5 9 7
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m Integrales 6

1-vx

dx
Ix

Calcula _f

Radicando: x
indice de las raices: 2,3 — m.c.m.=6

Cambio de variable —» x=¢° — dx=6-dt

6

1—t? 5 1-£ s 3y .3 36
—f - -6-tdt:6-f t dt:6-f(1—t)-t dt:6-f(t—t)dt

J' 1—Vx

dx=
Ix 3 t’
6 4 6 7
6-(Fdt—6-[di==-¢'"-2-t'+C
I [tdi=gr—

Deshacemos el cambio de variable (repito, que no se olvide deshacer el cambio de variable).

x=t* —» Yx=¢

4 7 _ B
I:%-x6—g-x6+C:%'3/x2—g-x-?/x+C

m Integrales 7

2
Calcula _fx -cos (x)dx
Aplicamos partes.

2
u=x" - du=2x

dv=cos(x) — v=sen(x)
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Y la integral queda:
I=x"sen(x)—2 f x- sen(x)dx
Aplicamos nuevamente partes en la nueva integral.

u=x — du=1

dv=sen(x) — v=—cos(x)

I=x"-sen(x)—2 [—xcos(x)+f cos (x)dx]

I=x2-sen(x)+2xcos(x)—ZI cos (x)dx=x"-sen(x)+2x cos(x)—2sen(x)+C

m Integrales 8
Calcula una funcién primitivade f'(x)=x-In(x’+1) que pase por el punto (0,1)

Nos dan la derivada de la funcion: £ '(x)=x-In(x’+1)

Para obtener la funcién f(x) deberemos integrar. El valor de la constante de integracion lo
obtendremos aplicando la condiciéon que nos da el enunciado.

f'(x)=x-In(x*+1) - f(x):fx~ln(x2+1)dx
Aplicamos integracion por partes.

2x

dx
x+1

u=ln(x’+1) - du=

2

dv=xdx — v=2
v=Xd Xx V2

2 2 3
f(x):%-ln(x%l)—f L 2x dx:x?~ln(x2+l)—f 2x dx+C
x

Obtenemos una integral como cociente de dos polinomios, con grado del numerador mayor que el grado del
denominador.
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Ejecutamos la division.

X = x— X
w41 o+ 1
f(x)=%In(x*+1)= [ xdx+ [ 5 —ax+C
x +1
2
x 1 2x
f(X):— 1n(x2+1)—7 5 x2+1 dx+C

Segun el enunciado la funcién pasa por el punto (0,1)
f0)=1 - f(0)=C - C=1

Finalmente la funcion buscada resulta:

2 2
f(x):x?-ln(x%1)—%+%ln(x2+1)+1:%((x2+1)1n(x2+1)_x2)+1

m Integrales 9

Sea f''(x)=In(x) . Obtener f(x) sabiendo que su grafica pasa por el (1,0) y que Ia
pendiente de la recta tangente a la funcibnen x=2 esigual 1

Nos dan la segunda derivada. Deberemos integrar dos veces para obtener la funcién primitiva [ (x) .
Al integrar dos veces apareceran dos constantes de integracion, cuyo valor vendra determinado por las
condiciones del enunciado.

f ’(x)Z_f In(x)dx — Integramos por partes

u=In(x) — u’=l
X

v'=l - v=x
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f'(x)zx-ln(x)—f dx=x-In(x)—x+C
Si la pendiente de la recta tangente en x=2 esiguala 1 |, significaque f ’(2)21

2:In(2)-2+C=1 - C=3-2-In(2)
f(x)=ff'(x)dx — f(x)=f(x-ln(x)—x+C)dx
f(x)zlfx-ln(x)dx—fxdx+fCdx

f(x)ZIx -ln(x)dx—x§+Cx+D

Aplicamos partes en la integral que hemos obtenido.

u=In(x) - u':l
X

2
v'=x — y=i

2

x*In(x) X X’
f(x)zi—f de—7+Cx+D

2
_xIn(x) X X
f(x>—?—j—7+CX+D

Si la grafica pasa por el punto (1,0) , significa que f(l)ZO .

ln(l)_l_l+C+D:0 — —%+C+D=O — DZ%—C

Por lo que la funcion resulta:

f(x>:—x2'ln(x)_x_2_x_2+cx+§_c
2 4 2 4

f(x):xz'l;(x)— 3:2+(3—2'ln(2))x+%—3+2~ln(2)
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m Integrales 10

3 2
Calcula fz #*—_11) dx

Resolvemos, en primer lugar la integral indefinida.

Tenemos un cociente de polinomios, con grado el numerador menor que el grado del denominador. En el
denominador tenemos una raiz doble x=0 y una raiz simple x—1=0 |, por lo que descomponemos de
la siguiente forma:

X+l _A4. B C
- =—++
X

2 2
= — x +l=Ax(x—-1)+B(x—1)+Cx
T e (x—1)+B(x—1)

) , A
Fijate como la raiz doble x=0 aparece en dos denominadores, — y . Damos valores.

Si x=1 - 2=C
Si x=0 - 1=—B —» B=-1
Si x=2 — 5=2A4+B+4C —» 5=2A4-1+8 —» A=-1

Por lo que la integral indefinida se descompone en tres fracciones.

x’+1 —1 -1 2 1 1 x—1
fz—dxz‘[—dx+f—2dx+f dx=—In|x|+=+2In|x— 1|+ C==+21n +C
x*(x—1) X X x—1 X X
Para resolver la integral definida aplicamos la regla de Barrow.
3ox+l 1 x—17_1 2, 1 1,_—1 2 1
T _dx=[—+21 =—+2In(%£)—=—2In(=)=—+2[In(£)-In(=
Jo g o=l 2]l =3+2i(3) -2 (5)="+2n(5)-In(3)
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m Integrales 11

Sea f(x)Z%

a) Calcula F'(e)

para x>0 .Ysea F(x) laprimitivade f(x) ,quecumple F(1)=2

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a F(x) en el punto de abscisa x=¢

a) La primitiva F(x) de una funcioén f(x) se obtiene integrando dicha funcién f(x) . Por lo tanto,
la deriva F' ’(x) coincide con la funcién f(x) (no nos liemos con la mindsculas y las mayusculas; se
suelen reservar las letras mayasculas F', G, H... para indicar las primitivas).

b) Para obtener la recta tangente a una funcién en un punto, necesitamos el punto (xo, yo) y la pendiente
m de la recta en dicho punto.

El punto (xo,y0)=(e,y0) — Necesitamos obtener laimagende x=e¢
La pendiente coincide con el valor de la derivada de la funcién en el punto. Por lo tanto

1
m=F ’(e) =f (e) :2_e tal y como razonamos en el apartado anterior.

Nos falta, en consecuencia, la imagen de x=e . ;Como obtener la formula de F(x) donde evaluar
x=e ?Integrando f (x) .

_ _¢ln(x) , 1pehn(x), 1 1¢2n(x), 1,
F(x)—ff(x)dx — F(x)—_[ > r dx—zf . dx—2 2f . dx=—1In’(x)+C
Donde hemos resuelto la integral inmediata recordando que la derivada de ln(x) es %

De la familia de primitivas F(x)I lnz(x)+C elegimos la que cumple la condicién del enunciado

n—

F(l)=2 - %ln2(1)+C=2 L C=2

F(X>=%1H2(X)+2 — evaluamos x=e¢ — F(e):%lnz(e)+2:% — punto (e,%)
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La ecuacion punto-pendiente de la recta solucion resulta:

1
2e x—e

m Integrales 12

2 .
Obtener una funcién derivable f(x):R->R , tal que f’(x)Z[x —2x si x<0} y sabiendo

e'—1 si x>0
que f(1)=1

Toda funcién continua en el intervalo [a, b] , por el el Teorema Fundamental del Calculo Integral, es
integrable.

Si f(x) es derivable significa que su funcién derivada f’(x) es continua en todo su dominio de

definicion, por lo que f(x)ZIZ f'(x)dx esunaprimitvade f'(x)Vx€la,b]

Siintegramos £ '(x) en cada intervalo, obtendremos  f (x) .

Si x<0 — f(x):f(xz—Zx)dx — f(x)zx?3—x2+C

Si x>0 — f(x)=f(ex—1)dx — f(x)=e"—x+D

De la condicion del enunciado  f(1)=1 — e—1+D=1 — D=2-¢

Si la funcion es continua en toda la recta real, seré continua en x=0 , por lo que los limites laterales en
ese punto deben coincidir.

3
lim (2 —x*+C)=C , lim (¢"—x+2—e)=1+2—e=3—¢
x>0~ x>0"

Igualando ambos limites - C=3—e

3
X 2 .
., ., ——Xx+3- <
La funcidn solucion resulta f(x): 3 x+3—e si x<0

e—x+2—e si x>0
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m Integrales 13

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [2,3] y F(x) una primitivade f(x) tal que
F(2)=1 y F(3)=2 .calcular:

a) fif(x)dx
b) [(5f(x)=7)dx
o [LF(x)f(x)dv

a)Si F(x) esprimtvade f(x) — F(x)=ff(x)dx

Al aplicar la regla de Barrow en J.z f(x)dx=[F(x)p=F(3)-F(2)=2-1=1

o) 1=[ (5 f(x)=T)dx=5[ f (x)dx—7 [ de=5[F (x)i~7[x}=5(F (3)-F(2))~7:(3-2)
I=5-(2-1)-7-1=5-7=-2

c) Si F(x)Z_[f(x)dx — F'(x)=f(x) — Porlo tanto:
I:J“jF2<x)-f(xmx:fzFZ(x)-F'(x)dx:%F%x)]

Donde nos damos cuenta que dentro de la integral definida tenemos la potencia de una funcién por la
derivada de esa funcion.

I1=3(F(3)-P(2)=5-(2-1)=1

1 1
3 3

m Integrales 14

Calcula _[Z Sen(\/;)dx . Ayuda: cambio de variable Vx=t

Jx=t — L =ar dx=2+xdt=2tdt
2Vx


http://www.danipartal.net/

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato
Problemas — Preparacion a Selectividad: Resumen de problemas resueltos para preparar Selectividad

pagina 57/101

I:f: Sen(\/;)dx:fz Sen(t)thtZZfZ t'sen(t)dt
Resolvemos la integral indefinida aplicando partes.

u=t —» u'=1

v'=sen(t) —» v=—cos(t)
ft~sen(t)dt=—t-cos(t)+f cos(t)dt=—t-cos(t)+sen(t)

Deshacemos el cambio de variable vx=¢ — —\/;-cos(\/})ﬂ‘en(\/;)

Por lo que nuestra integral definida resulta:

1=2 -[—\Ec-cosN;)+sen(\/;)]gz=2 [—m-cos(m)+sen(m)+0—0]=2n
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Bcalculo de areas

m Areas 1

. - P 2
Calcular el valor de a>1 sabiendo que el area encerrada por la parabola y=—x"+a x Yy larecta

. 4
y=Xx esiguala g

Para obtener el area encerrada por ambas curvas debemos determinar.

- Los puntos de corte entre ambas graficas.

- Decidir qué funcién se encuentra por encima de la otra.

Para obtener los puntos de corte igualamos ambas ecuaciones.
—x+ax=x —» —-x+(a—1)x=0 - x(—x+(a—1))=0 - x=0 , x=a—1

Como a>1 — x=a—1>0 — Este punto de corte se encontrara en el primer o cuarto cuadrante.

Como la recta y=x no pasa por el cuarto cuadrante, es obvio que x=a—1>0 indica un punto del
primer cuadrante.

s 2 s . . . . ~ 2
La pardbola y=—x"+ax es concava hacia abajo, ya que el coeficiente que acompafia a x~ es

negativo. Por lo tanto, la parabola y=—x2+ax quedara por encima de la recta y=x en el intervalo
marcado por los puntos de corte [O,a — 1]

’ a—1 2
Area=f0 (—=x"+ax—x)dx
Aplicamos la regla de Barrow.

A'rea:[%ﬂa—l)x—] =292 (a—1) (a—21)2:_2(a—1)36+3(a_1)3:<a_61)3

: : 4
Segun el enunciado el area es igual a 5
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m Areas 2

Sea g(x):1n(x) . Calcula el valor de a>1 para que el area limitada por su grafica, el eje de
abscisasylarecta x=a seaiguala 1

La funciéon logaritmo es estrictamente creciente en su dominio de definicion y corta al eje de
abscisas en el x=1 . De tal forma que el area encerrada por su grafica y el eje de abscisas en el
intervalo [1,a] seraigual a:

Area= f? In(x)dx

Integramos por partes la integral indefinida.

_ -1
u=In(x) > u =

v=l - v=x
fln(x)dx=x~ln(x)—f dx=x-In(x)—x+C
Aplicamos la regla de Barrow en la integral definida.
A'rea:f? In(x)dx=[x-In(x)—x]{=a-In(a)—a—0+1=a(ln(a)—1)+1

El enunciado afirma que el area debe seriguala 1
a(ln(a)-1)+1=1 - a(ln(a)-1)=0 - a=0 , In(a)-1=0 — a=e

De las dos soluciones nos quedamos con la positiva a=e

Aprovechando que sale el nimero e . Esto es una fiesta de funciones, todas bailando y divirtiéndose. En
un rincén, sola, esta la funcién exponencial.

Le dicen las demas funciones:
“iExponencial, intégrate!”
A lo cual responde:

“¢Para qué?, ;para quedarme igual?”
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m Areas 3

2
Calcular el area encerrada por las graficas de las funciones f (x)=2 Xy g(x)—Tl
X

2
Obtenemos puntos de corte de ambas graficas — 2 —szl - —x+x=0 > x=0 , x=1
X

Con un sencillo esbozo podemos decidir qué funcion esta por encima de la otra en el intervalo [0,1] .0

bien darnos cuenta que g(x):Tl es una funcién coéncava hacia arriba y estrictamente decreciente
X

para x>—1 , mientras que la recta f(x):2—x es estrictamente decreciente en toda la recta real.
Por lo que la recta permanece por encima de la hipérbola en [O, 1] . El area encerrada serd igual a:

2 1
A'rea=f:) (2—x—%)dx=[2x—%—2ln|x+1|] =2—%—21n(2)=%—2ln(2) u’
x 0

m Areas 4

Calcular el area encerrada por las graficas de las funciones f (x)=|x(x— 2)| y g(x)=x+4

Necesitamos los puntos de corte de ambas graficas. Podemos hacer un sencillo esbozo, para estimar los
puntos de corte. Y podemos trazar la parabola contenida dentro del valor absoluto y colocar como positiva la
zona donde sea negativa.

8 (4.8)

-1 -3 -z -1 0 1 2 3 2 5 6
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O bien de manera analitica, antes de trabajar con el valor absoluto, podemos romper la funcién a trozos. Las
raices del argumento del valor absoluto son x=0 y x=2 , por lo que si evaluamos el signo del
argumento del valor absoluto, resulta:

x(x—=2) si x<0
f(x)={—x(x=2) si 0<x<2
x(x=2) si x>2

Obtenemos los puntos de corte con la recta g(x): x+4 en cada tramo.
Si x<0 — x(x—2)=x+4 - x=-1
Si 0<x<2 — —x(x—2)=x+4 — No hay puntos de corte en el intervalo
Si x>2 — x(x—2):x+4 - x=4
La recta queda por encima de la parabola, debiendo distinguir los siguientes tramos:
, 0 2 4
AreaZI_1 (x+4—x(x—2))dx+f0 (x+4+x(x—2))dx+f2 (x+4—x(x—2))dx

A'reazv[(il (—x2+3x+4)dx+f(2)()cz—x+4)dx+f;1 (—x*+3 x+4)dx

; —x’ 3% O X X O - 3 109
Area=|——+—+4 +|———+4 H——+—+4x| =—
rea=| 3 5 x]i1 [3 5 x]i1 [ 3 5 x]2 . U
m Areas 5

Calcula el area limitada por la curva y=(x+l)e2x ylasrectas x=0 , x=1 e y=0

Debemos determinar si la funcion y=(x+1)e2x corta al eje horizontal y=0 en algin punto del
intervalo [0,1] . Para ello, igualamos ambas funciones.

(x+1)e”*=0 - x+1=0 , x=—1 —obien e =0 que no posee solucion
Por lo tanto, no hay puntos de corte entre ambas graficas en el intervalo [0,1]

Lafuncion y=(x+1)e’" es positivatantoen y(x=0)=1 comoen y(x=1)=2-¢" , porlo tanto su
gréfica siempre se mantiene por encima de la recta horizontal y=0 . El area encerrada sera:
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A=f; (x+1)e™dx :J‘; x-ezxdx+f; e™ dx

Resolvemos cada una de las integrales indefinidas resultantes.

2 .
f x-e " dx — aplicamos partes

2x 2x
2x x-e 1 2x Xx-e |
e dx= —= dx= ——e "+ (
fx e dx > 2fe x > 4e

fezxde%e2x+D

Por lo que las integrales definidas que aparecen en el calculo del area resultan.

2x 2x 1 2x 1
e

1 1 .
A=fox~e2 dx+f0e2 dx:[xze —eT]O+[7]0

Aplicamos la regla de Barrow.

2 2 2 2
A:e—_e__0+l+e__l:3_e_l 2
2 4 4 2 2 4 4
m Areas 6
Calcula el area limitada por f(x)Zﬁ ,eleje OX ylasrectas x=0 y x=In(5)
+e

Si la funcion se encuentra por encima del eje horizontal el area encerrada sera igual a la integral
definida de la funcién entre los limites de integracion.

Recuerda que si la funcién se encuentra por debajo del eje horizontal, el area se define como el valor
absoluto de esa integral definida. Es decir, una integral definida puede dar como resultado un valor
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negativo... pero un area siempre debe ser positiva, y por eso aplicamos valor absoluto en este segundo
caso.

La funcion f(x)z(le—x2 nunca corta al eje horizontal, ya que e¢'=0 no admite solucion. Ademas
+e

f (0) y f (ln(S)) son valores positivos, por lo que la curva e encuentra por encima del eje horizontal.

, nGs)  f —1 -1 1 2
Area= —° k= =[———+=]~0,117
re fo (1+e&") ’ [1+ex]0 [1+ln(5) 2] !

!

- X

Donde hemos recordado la derivada de la funcién inversa i[ | ]= JZ ( ) y hemos aplicado la
S f(x)

dx
regla de Barrow.
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lsistemas de ecuaciones por Gauss

m Sistemas y Gauss 1
x+y+(m+1)z=2
Sea el sistema de ecuaciones x+(m— 1) y+2z=1
2x+my+z=-1

a) Discutir sus posibles soluciones segun el valor del parametro me&lR

b) Resolver el sistema, si es posible, para m=2

a) Planteamos la matriz ampliada del sistema y triangulamos por Gauss. Recuerda que si, al transformar

alguna linea, aparece en la ecuacion de transformacion el parametro m , debemos estar atentos al

obtener los resultados finales por si algun valor esta inhabilitado (ya que no podemos multiplicar por
0 lalinea que estamos transformando).

¢ Qué transformaciones podemos aplicar? Transformaciones lineales. Es decir: sumar/restar lineas
paralelas entre si y/o multiplicar una linea por un numero real no nulo.

Estas transformaciones lineales garantizan que el sistema resultante es equivalente al sistema de
partida, es decir, tienen las mismas soluciones.

1 1 m+1| 2 1 1 m+1 |2
1 m—1 2 1 - F,2:F2_F1 ) F’3:F3_2F1 - 0 m—2 1—-m |—1 -
2 m 1 |—1 0 m—2 —-2m-1|-5
1 1 m+1 |2
- FLY=F—F, - [0 m=2 1-m|-1
0 0 -m—2|—4

Discusion de casos (es vital mirar las posiciones a,;, , a,, y a,, enlamatriztriangular):

1 1 —-1|2
e Si —m—2=0 - m=—2 — 0 —4 3|—1| — Incongruencia en F; — No hay
0 O 0—-4
soluciéon — Sistema Incompatible
1 1 3|2
« Si m—2=0 - m=2 - |0 0 —1|-1| — F; escombinacién lineal de F, , por
0 0 —4-4
| . : 1 1 3|2 . .
0 que el sistema equivalente resulta 0 0 —1—1 — Sistema de dos ecuaciones y tres

incégnitas — Infinitas soluciones — Sistema Compatible indeterminado con un parametro libre.
Recuerda que una linea L, es combinacion lineal de otra linea paralela o de otras lineas

paralelas si podemos expresar esa linea L, como sumalresta de las otras lineas ylo
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proporcional a otra linea. En este caso, podremos obviar en la resoluciéon la linea que es
combinacion lineal, ya que no aporta informacién nueva al sistema de ecuaciones.

e Si m#¥—2 y m#2 — Solucion unica — Sistema Compatible Determinado, ya que llegamos a
tres ecuaciones no nulas en la sistema triangulado de tres ecuaciones y tres incégnitas, que
no son combinacidn lineal entre si.

b) Para m=2 ya hemos razonado que tenemos infinitas soluciones al ser S.C.l. con un parametro libre.
Para resolver damos a una de las incégnitas el valor arbitrario del parametro, e intentamos escribir las
otras incégnitas en funcion de ese parametro.

Si resulta que la incégnita a la que hemos igualado al parametro libre toma un valor real fijo después de
operar y resolver en el sistema, significa que no puede ser parametro libre, por lo que igualaremos otra
incégnita al parametro.

El sistema de dos ecuaciones y tres incdgnitas al que llegamos es:

11 312 - z=1 , y:7\. - x=—1-A
0 0 —1-1
m Sistemas y Gauss 2

x+y+z=1
Sea {x—qgy+z=1| - Discutirlas soluciones en funcion del valor de acR
ax+y+z=4

Planteamos la matriz ampliada del sistema y triangulamos por Gauss.

1 1 11 1 1 1 1
1 —a 11| » F',=F,-F , F';=F,—a'F, - |0 —a-1 0 0 -
a 1 114 0 1—-a 1—al4—a

— Intercambiamos C, con C; (el cambio de columnas afecta al orden de las incognitas) —

1 1 1 1 1 1 1 1
- 10 0 —a—-1] 0 — Intercambiamos F, con F; — |0 1l—-a 1—al|d4—a
0 I-a 1-ald4-a 0 0 =—a—-1] 0

Discusion de casos:

1 1 11
e« Si —a—1=0 - a=-1 — 0 2 2|5| — Podemos obviar la tercera fila (al hacerse
0 0 0|0

todos los términos nulos significa que es combinacién lineal de las otras filas). Llegamos a un
sistema equivalente de dos ecuaciones y tres incognitas — Un parametro libre — infinitas
soluciones — Sistema Compatible Indeterminado


http://www.danipartal.net/

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato
Problemas — Preparacion a Selectividad: Resumen de problemas resueltos para preparar Selectividad

pagina 66/101

I 1
e« S 1-a=0 - a=1 > 0 0O 04| — Absurdo en F, — No hay solucion —
0 0 —-2/0
Sistema incompatible, ya que 0#4

* Si a#—1 y a#1 — Solucion Gnica — Sistema Compatible Determinado, ya que llegamos a
tres ecuaciones no nulas tras triangular la matriz, que no son combinacién lineal entre si.

m Sistemas y Gauss 3

ax+7y+52=0
Sea el sistema de ecuaciones x+ay+z=3

y+z=-2
a) Discutir sus posibles soluciones segun el valor del parametro a<IR

b) Resolver el sistema, si es posible, para a=4

a 7 50 a 7 50
a) [1 a 1/ 3| — intercambiamos F, con F, — |0 1 1/-2| — F';=aF,—F, (el
0 1 1}-2 1 a 1|3

valor a=0 inhabilita esta operaciéon, porque multiplicaria por cero la fila F'; que estamos

transformando. Por lo tanto, el caso a=0 no se considera en la futura discusiéon de casos una vez
triangulada la matriz).

a 7 510 a 7 5 0
- |0 1 1 |-2| - F4=F,—(a*-7)F, — [0 1 1 -2
0 a°=7 a—5|3a 0 0 —a’+a+2|2a*+3a—14

Discusién de casos:

e Si —a’+a+2=0 — a=-1 a=2
7 510
o 8i 1 1|—2 | —Absurdoen F'; — No hay solucién — S.I.
0 0-15
2 7 500
o 8 a=2 —- |0 1 1|-2| — F; es combinacién lineal de otras filas — Infinitas
0 0 0
I

soluciones — S.C.I.

e Engeneral,si a#—1 , a#2 — Solucion tnica — S.C.D.
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4 7 510
b)Para a=4 — |0 1 1 |[-2| -»SCD.—» z=-3 —» y=1 —» x=2
0 0 -10{30

Esto son PowerPoint y Excel que llaman a la puerta. Cémo se llama la pelicula?
Esta-Word... jajajaja, madre mia, buenisimo.
Otro chiste. Racion doble.

Esto es una iglesia tan bajita, tan bajita, tan bajita, que la gente en ve de arrodillarse hacia cuerpo a tierra.
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BMatrices

m Matrices 1

l+m 1 a1 -1
1 1-m 10

a) ¢Para qué valores de m se verifica A°=2A+I ?(Siendo I la matriz identidad).

Sean las matrices A:(

b)Para m=1 calcula A4~

c)Para m=1 calcula X quesatisface A-X—B=A'B

t4m 1 | [14m 1 tem 1| 1 -1
A=24+1 — : —7. +
? ¥ ( 1 l—m)( 1 l—m) ( 1 l—m) (1 0)

Operamos.

(1+mP+1  l+m+1—m| _[242m 2 L1 -1
l+m+l—-m 1+(1-m? | \ 2 2-2m) {1 0
(m2+2+2m 2 )_(3+2m 1 )

2 mr+2—2ml 3 2—=2m

Igualamos término a término en ambas matrices, encontramos las siguientes incongruencias o absurdos
matematicos.

2=1, 2=3

Por lo tanto, no existe ningun valor real m que satisfaga la ecuacion matricial.

b) A= 1+m 1 o om=1 - A:2 1
1 1—m

. ¢
|4|=0-1=—1#0 —Existe 4 — AE%

A,=0 , 4,=-1
Ay=—1, A4,=2
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Es decir — adj(A)Z(O _21) — [adj(A)]t:(_O _1) — A_I:(O 1)

(2 1\ fo 1) (1 o B o 1\(2 1) (1 o
Enefecto » A-4 '= : = LA A= : =
n erecio (1 0)(1 —2) (o 1) (1 —2) (1 o) (0 1)

(2 1 S (o 1 (1 =1
©) A_(l o) A _(1 —2) ’ B_(l 0)

A-X—B=AB - A-X=A-B+B — A-X=(A+I)B - X=A4"'-(A+I)-B
X=(4"4+47"1))B - X=(I+47"")-B

Operamos.

ey S

(I+A_1)'B=(i _11)(1 _01):((2) j)

=2 )

m Matrices 2

Despeja X de la ecuacién matricial X(CD) '=4+X(D 'C™'-B) , siendo 4,B,CyD
matrices cuadradas invertibles.

Recordamos que una matriz multplicada por su inversa da la matriz identidad — A4 A '=1
Recordamos que una matriz multiplicada por la matriz identidad, resulta la propia matriz - AI=A4

Recordamos que el producto de matrices no es conmutativo, por lo que por lo general - AB=BA , por
lo que al multiplicar matrices debemos tener muy claro el lado por donde apliamos la multiplicacion.

. . -1 -1 -1 . . .
Mas cosas: la inversa de un producto resulta (AB) =B 4 . Ojo que cambia el orden de la matrices
cuando el operador inversa actia sobre cada término del producto.

Y por Dios... que nadie divida matrices. La divisién de matrices no esta definida.

Con todo esto a modo de repaso, resolvemos.

X(CD) '=4+X (D 'C'=B) — Aplico por la derecha la inversa de (CD)™'

X(cp)'cp=[4+Xx(D"'C"'-B)]CD —» XI=[A+X(D'C"'-B)]CD
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Donde [ es la matriz identidad.

X=ACD+X(D'C'-B)CD — X=ACD+(XD 'C™'-XB)CD
X=ACD+XD™'C"'CD-XBCD

Es fundamental aplicar los productos en el orden correcto.

X=ACD+XD'ID-XBCD — X=ACD+XD 'D—XBCD
X=ACD+XI—XBCD —» X=ACD+X—-XBCD — 0=ACD-XBCD

Donde 0 es la matriz nula.

XBCD=ACD — XBCDD '=ACDD' - XBC=AC — XBCC'=4ccC
XB=4A — XBB'=AB ' - X=4B"'

Resumiendo: el secreto estfia en ir aplicando matrices inversas, sin equivocarnos de lado de aplicacion. Y
cuando coincida una matriz y su inversa, cancelan como la matriz identidad.
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JDeterminantes

m Determinantes 1

Ax+y—z=—1
Considera el sistema de ecuaciones Ax+Alz=\
x+y—Az=0

a) Discute el sistema segun los valores de A

b) Resuelve el sistema para A=0

a) La matriz del sistema y la matriz ampliada son:

A1 -1 /N B |
A=In 0 M|, 4IC=In 0 Ml
1 -1 A 1 -1 A0

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema tendra solucion si el rango de ambas matrices
coincide. En caso contrario, sera incompatible.

Si ambos rangos coinciden y son iguales al nimero de incégnitas del sistema (tres en nuestro caso), la
solucién sera Unica y estaremos ante un sistema compatible determinado.

Si ambos rangos coinciden y su valor es menor que le nimero de incégnitas, estaremos ante
infinitas soluciones y el sistema sera compatible indeterminado (con tantos pardmetros libres como la
diferencia entre el nimero de incégnitas y el rango).

Para estudiar el rango de la matriz A , calculamos su determinante.
|4|=0+A—A—(0+A" =A%) =0

El determinante de A4 se anula independientemente del valor del parametro A . Por lo tanto, el rango
de A nuncasera 3 .Como maximo, podraser 2

El rango de A sera 2 si existe al menos un menor de orden 2 no nulo. Si estudiamos todos los
menores de orden dos posibles:

|O‘11|:_7\ ) |(112|=—7»2—7\=—7x(7»+1) ; |a13|:)\'
o |==h+1 , apl==A+1=(1+1)(1-2) |, |oyl=2-1
o [=h |a32|:7¥2+7¥:7‘(7\+1) . ogsl==4

Viendo estos nueve menores de orden dos, no hay ningun valor Gnico del parametro A que anule a todos.
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Por lo tanto, el rangode A4 sera 2 independientemente del valor del parametro A

Ahora estudiamos el rango de la matriz ampliada A4/C . Como méaximo su rango serd 3 , ya que es un
matriz rectangular de tres filas y cuatro columnas.

En primer lugar comprobamos si A/C contiene alguna submatriz cuadrada de orden tres con
determinante no nulo.

L1 =1
AIC=INn 0 MM
1 -1 A0

IC,C,C[=N(2+%) , [C,C,C |0 - A=0 , A=-2
|C,C,C|=0(1-2) , |C,C,C,|=0 —» A=0 , r=1
|CzC3C4|:7\2 . 1C,C5C =0 - A=0

Discusion de casos (sé ordenado en la discusion de casos):

« Si AM20 y A#l y A#—2 -  rango(A/C)=3#2=rango(A) — Sistema incompatible
— No existe solucion.

« Si A==2 -  |C,C,C|]=N=4#0 —  rango(A/C)=3#2=rango(A4) — Sistema
incompatible — No existe solucion.

« Si A=1 - |C,C,C|=0"=1#£0 —  rango(A/C)=3#2=rango(A) — Sistema
incompatible — No existe solucion.

« Si A=0 — rango (A/C)¢3 por anularse el determinante de todas las submatrices de orden

0 1 —1-1

tres > A/IC=[0 0 0|0 — Encontramos al menos un menor de orden dos no nulo —
I =1 010

(1) 11 =—1#0 — rango (A1 C)=2=rango(A)<3=nimero de incognitas —

Sistema compatible indeterminado — Infinitas soluciones con 3—2=1 parametro libre.

b) Debemos resolver el sistema para A=0 , donde ya sabemos (por el apartado anterior), que estamos
ante un sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones) con un parametro libre.

0o 1 —-1—-1
AIC=[0 0 00 — Podemos obviar la segunda fila por tener todos los términos nulos —
I -1 0]0
/0 1 —=1]—1 . . —
AlC= X L 0 — Tomamos como parametro libore y=a
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De la primera ecuacién del nuevo sistema —» z=1+a

De la segunda ecuacion del nuevo sistema —» x=a

xX=a
La solucidn final, en funciéon de un parametro, resulta — y=a
z=1+a

m Determinantes 2

1 2 1 2 0
Considera las matrices A:( ) y B=-2 m 0
2 m
3 2 m
a) Encuentra el valor, o los valores, de m paralosque A y B tienen el mismo rango.

b) Determina, si existen, los valores de m paralosque 4 y B tienen el mismo determinante.

a) El rango es el numero de vectores linealmente independientes dentro de la matriz. Una matriz
cuadrada de orden dos, tendra como maximo dos vectores linealmente independientes. Una matriz
cuadrada de orden tres, tendrd& como maximo tres vectores linealmente independientes. Una matriz
rectangular de orden tres por cuatro, tendréd como maximo tres vectores linealmente independientes.

Debemos estudiar el rango de cada matriz, y comprobar si existen valores comunes del parametro m en
la discusién de casos en ambas matrices. Para estudiar el rango, comenzamos planteando el determinante
de cada matriz cuadrada y comprobando donde se anula.

|A|l=—m—4 , |4]=0 - m=—4

Si m#¥—4 — |4|#0 —  rango(A4)=2 , ya que tendremos dos vectores linealmente
independientes formando la matriz.

Si m=—4 — |A|=0 — rango(4)=1 , ya que existe al menos un menor de orden uno no nulo.
Por ejemplo  |ot,,|=—1#0

|Bl=m’+4m , |B|=0 - m=0 , m=—4

Si m#0 y m#—4 — |B|#0 — rango(B)=3 , ya que tendremos tres vectores linealmente
independientes formando la matriz.

I 20
Si m=0 - B=[-2 0 0| — rango (B):2 , Ya que existe al menos un menor de orden dos no
3 20

nulo. Por ejemplo  |at,;|=4#0
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1 2 0
Si m=—4 — B=|-2 —4 0 | — rango(B)=2 ,ya que existe al menos un menor de orden
3 2 —4

dos no nulo. Por ejemplo |0L13|:87£O

Comparando sendas discusiones de casos, concluimos: Si m=0 el rango de ambas matrices coincide y
esiguala 2

b) En este apartado debemos igualar sendos determinantes y obtener los valores de m solucion.

[41=1B| . |dl==m—4 , |[Bl=m’+4m — -—m—4=m'+4m — m’+5m+4=0

m:—sﬂzs—m:—ﬁs
2 2

m Determinantes 3

kx+2y=3
Dado el sistema de ecuaciones —x4+2kz=—1
3x—y—Tz=k+1
a) Estudiar las posibles soluciones segun el valor de &

b) Resolver para k=1

Tenemos la siguiente matriz del sistema y su matriz ampliada asociada.

kK 2 0 k 2 0|3
A=[—-1 0 2k| ., AIC=[—-1 0 2k|-1
3 -1 -7 3 —1 —7k+1

El sistema tendra solucién siempre y cuando el rango de ambas matrices coincida, segun el teorema de
Rouché-Frobenius.

Para estudiar el rango de la matriz 4 vemos para que valores de k se anula su determinante.

|A|=2K+12k—14 , |4|=0 > K’+6k—7=0 — k=1,-7
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Discusion de casos (sé ordenado en la discusion de casos):

. Si k#1,-7=|A|#0>rango(A)=3=rango(A/C)=nimero de incégnitas —  Estamos
ante un sistema compatible determinado — Solucién unica.

- Si k=—7=|4|=0=rango(A4)#3 — Estudiemoselrangode A4 yde A/C

-7 2 0
={—-1 0 —-14| — rango (A)ZZ por existir al menos un menor de orden dos no nulo;
3 -1 -7
: =7 2|_ ; : :
por ejemplo 1 o 2#0 . Estudiamos rango de la matriz ampliada
-7 2 013
AIC=|—-1 0 —14|—1| comprobando si existe al menos un menor de orden tres no nulo.

3 -1 -7|-6
En efecto, |C,C,C |=13#0=>rango(A/C)=3#2=rango(A) — Sistema incompatible —
No hay solucién.

« Si k=1=|A4|=0=>rango(A)#3 — Estudiemoselrangode A4 yde A/C

1 2 0
A=l—-1 0 2 — rango(A)=2 por existir al menos un menor de orden dos no nulo;

3 -1 =7
1 2
-1 0

1 2 013
AIC=[—-1 0 2 |—1| comprobando si existe al menos un menor de orden tres no nulo.

3 -1 =7|2
Todos los menores de orden tres se anulan: |C,C,C,|=0 , |C,C,C,|=0 , |C,C,C,|=0

— rango(A)=2=rango(A/C)<3=niimero de incégnitas — Sistema compatible
indeterminado con un parametro libre — Infinitas soluciones.

por ejemplo

‘: 2#0 . Estudiamos rango de la matriz ampliada

b) Para k=1 hemos justificado en el apartado anterior que estamos ante un sistema compatible

indeterminado con un parametro libre — Infinitas soluciones. Por ejemplo, si consideramos z=A como
parametro libre:

x+2y=3 x+2y=3

—x+2z=—1 — f(x)z —x=—1-2A — De la segunda ecuacién obtenemos
3x—y—Tz=2 3x—y=2+T7A
x=1+2A .Y llevando este resultado a la primera ecuacién y=1—A

x=1+2A
La soluciéon de nuestro sistema, dependiente de un parametro, resulta y=1-A

zZ=A\
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m Determinantes 4

m+2 0 0
Sealamatriz A=| —3 m+1 1
1 0 m—1

a) Obtener |A4"|
b) Para m=0 calcular, si es posible, la matriz inversa de A4

a) El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes.

|A°|=|4-A4-A-...- A|=| A|| 4] A|-...-|4|=| A"
Al=(m+2)(m*=1) - |4"=((m+2)(m*~1))"

bysi m=0 — |A4|=(0+2)(0—1)=—2#0 — Existe la matriz inversa (el determinante no nulo es
la condicién necesaria y suficiente para demostrar la existencia de inversa).

2 0 0 . '
A=|-3 1 1 A*IZ[aCZIJ(A)]
1 O 1 |A|

Obtenemos los nueve adjuntos. Recuerda: Aij:(—l )[+"-|aij|

|
~ 0 0
R e S e
ladj(A)]=|-2 —2 —2| - 4A7'=[1 1 1
1 0 2 |
~ 0 -1
2

Recuerda que la matriz inversa satisface: A4 '=A ' - A=1I
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m Determinantes 5

ax+by+cz=a+c
Sabemos que el vector (2,1,—1) es solucion del sistema |y — y+bz=a—b—c

cx—by+2z=b
Calcule el valor de los parametros a,b y c

Si el vector (2,1 ,— 1) es solucién, sustituyo los valores de sus componentes en las incégnitas x, v,z
del sistema.

2a+b—c=a+c
2b—1—b=a—b—c+ — Nuevosistemacon a,b y ¢ como incognitas.

2c—b—2=b
a+b—2c¢=0 1 1 -2 1 1 —-2/0
—a+2b+c=1} —Notacion matricial> M=(-1 2 1| , M/D=|-1 2 1]1
—2b+2c¢=2 0o -2 2 0o -2 22

Estudiamos el rangode M .Sies 3 ,tendremos sistema compatible determinado con solucion Unica.
Y podremos resolver, por ejemplo, por la regla de Cramer.

IM|=4+0—4—(0—2-2)=4%0 — Rango(M)=3

Podemos obtener la solucion Unica por Cramer para las incognitas @,b y ¢ . Recuerda que Cramer
solo lo utilizamos en los sistemas compatibles determinados.

N = O
—

e -2 2 _0+2+4—(—8+0+2)_£_3
B 4 B 4 4

[S—

0
1

0 2 2| 2+0+4—(0+0+2)
7 =

:izl
4 4
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1 I 0
-1 2 1
o= 0 -2 2_4+0+0—(0—2—2)_§_2
B 4 B 4 4

m Determinantes 6

Sea A:(} _11) . Calcula:

a) |47

b) [5A]

¢) [(5A)7]

a) |A_1|=ﬁ — El determinante de la matriz inversa es la inversa del determinante de la matriz.

=1
A=—1-1==2 - |4 '|=—
4] A==

b) [5A|=5""|4|=25-(=2)=—50 — EI determinante de un nimero real multiplicado por una
matriz, es igual al determinante de la matriz multiplicado por el nimero real elevado a la dimensién
de la matriz. En nuestro ejemplo, el orden de la matriz cuadrada serd igual a dos (el orden coincide con el
numero de filas o columnas de la matriz cuadrada).

m Determinantes 7

a —a 6
a) Determinaelrangode A=| 2 -2 4 segun el valor de «
a+2 -5 -—-10

b) Encontrar una matriz B ,de orden 2X2 , que verifique la siguiente ecuaciéon matricial:
2 1 1 —-1|_[(-3 -3
(1 1)3 (0 1 )_( 33 )

a)Lamatriz A esdeorden n=3 . Por lo tanto su rango, como maximo, puede ser 3 . Recuerda que
el rango es el nimero de vectores linealmente indepenientes contenidos dentro de la matriz.

Para que rango (A )23 necesitamos que su determinante sea distinto de cero. Es decir:
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a —a 6
rango(A)=3 ==> | 2 -2 4 |#0
a+2 -5 —10

Antes de resolver este determinante podemos intentar hacer el mayor numero de ceros posible, para
simplificar la suma de producto final de la regla de Sarrus.

a —a 6
2 =2 4 - C',=C,+C, -
a+2 =5 —-10
a 0 6

S 12 0 4 |=12(a=3)—4ala=3)=4(a=3)(3-a)=—4(a—3)
a+2 a-3 -10

Es decir, los valores de @ que no anulen el determinante haran que elrangode A seaiguala 3
—4(a—3)’#0 — a#3
Nuestra discusion de casos es la siguiente:

. Si a#3 — rango(4)=3

3 -3 6
e« Si a=3 - A=|2 -2 4 — Buscamos alguiin menor de orden 2 no nulo —
5 =5 —10
2 4

Por ejemplo |(xn|:‘: ‘:20+20=40¢0 — rango(A4)=2

5 —10

b) (2 1)3(1 _1):(—3 —33) . ABC=D — B=A"'DC"

Calculamos las inversas de A y de C , siempre y cuando sus determinantes sean no nulos
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(condicién necesaria y suficiente para existencia de matriz inversa).

czt ‘f)_»|cp1

S _ladi(C)] _[1 1
€= fc| _(0 1)

Por lo tanto:
N _ 1 —11-3 -3}/1 1
B=A'DC™'" - B=
R S e ) F
-6 —12
B
(9 18)

m Determinantes 8

Resolver la siguiente ecuacién (obtener valor de x que satisface la igualdad):

NS

1 x x
1 5 25|=0
1 3 9

Antes de aplicar la regla de Sarrus vamos a triangular el determinante, para obtener el mayor nimero de
ceros posibles, de tal forma que el producto final que resuelte de resolver el determinante sea lo mas
sencillo posible.

1 x x° 1 X x°
1 5 25\ - F',=F,-F, - |0 5—-x 25—-x) —» F,=F,—F, -
1 3 9 1 3 9
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1 X x°
- 10 5—x 25—y - F'3=(5—x)F3—(3—)c)F2 — Divido por (5—x) para compensar la
0 3—x 9-x
multiplicacién en la fila F'; —
1 X x’
- EO 5—x 25—x°

0 0 (5-x)(9—x")—(3—x)(25—x%)

El valor de este determinante triangular es, directamente, el producto de los términos de la diagonal
principal. Es decir:

2
1 X X

Lo s5-x 25— =[(5—x)(9-x")=(3-x)(25-x)]
S5—x 5 5
0 0 (5-x)(9—x")—(3—x)(25—x%)
Igualamos a 0 para resolver la ecuacion que plantea el enunciado:
[(5—x)(9—x")—(3—x)(25—x)]=0
Recordamos que suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados:
[(5—x)(3—x)(3+x)—(3—x)(5—x)(5+x)]=0

Sacando factor comun:

[(5=x)(3=x)(3+x)=(3—x)(5—x)(5+x)]=0
(5—x)(3—x)[-2]=0

Si un producto es igual a cero, significa que al menos uno de los términos de la multiplicaciéon es igual a
cero. Por lo tanto:

5—-x=0 - x=5

3—x=0 —» x=3
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m Determinantes 9

2x+y+az=—1
Sea el sistema —x+ay—z=2
2
2ax—2y+a z=2
a) Discute las soluciones del siguiente sistema segun los valores del parametro «

b) Resolverlo cuando sea compatible determinado.

a) Vamos a definir la matriz del sistema A y la matriz ampliada A/C , de tal forma que si el rango de
ambas matrices coincide el sistema serd compatible. En caso contrario, el sistema sera incompatible y no
tendra solucién (Teorema de Rouché-Frobenius).

2 1 a
A=|—1 a —1| — Elrango maximo que puede tener 4 es 3
2a -2 d
2 1 al|—1
AlIC=[—-1 a -1 2 | — Elrango maximo que puede tener A/C es 3
2a =2 d’|2

El rango de A serd 3 si el determinante |A4| es distinto de cero. Por lo tanto, calculamos su
determinante:

2 1 a
ld=|-1 &« -=1|=2a’-2a+2a—(2a’+4—d’)=d"—4
2a -2 a

|4|#0 — a’—4#0 — d’#4 > a#+2
Nuestra discusion de casos es el siguiente:

Como n=3 es el numero de

e Si a#*x2 - rango(4)=3 >  rango(A4/C)
rango(AI/C) , tendremos sistema

incognitas del sistema, y coincide con rango(A
compatible determinado (solucién Unica).

3
)=

2 1 2
e Si a=2 - A=|—-1 2 —1| — Buscamos un menor de orden 2 no nulo — Por ejemplo
4 -2 4
12 1|_ _ —
[CE P =4+1=5#0 — rango(4)=2

Ahora debemos estudiar el rango de la matriz ampliada, ya que al afiadir una columna a la matriz
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A , puede ocurrir que el rango de 4/C sea 3 y estemos ante un sistema incompatible (sin

solucion).
2 1 2 -1
Enefecto,sien A/C=|—-1 2 —1|2 tomamos la submatriz formada por la columna 2, la
4 =2 4|2
columna 3y la columna 4, su determinante es no nulo.
1 2 -1
|C,CCl=|2 -1 2|=—2-8-8—(-2+8+8)=—32#0 — rango(4/C)=3 -
-2 4 2

Al no coincidir con rango (A ):2 — Sistema incompatible.

2 1 -2
e Si a=—2 —» A=|-1 -2 -1 — Buscamos un menor de orden 2 no nulo — Por
-4 -2 4
: 12 1_ _ —
ejemplo  |ay;|= | o =—4+1=-3#0 — rango(A4)=2
Ahora debemos estudiar el rango de la matriz ampliada.
2 1 =2/-1
AIC=l-1 -2 —1|2 — Las cuatro submatrices de orden 3 contenidas dentro de la
—4 -2 4|2

matriz ampliada 4/C tienen determinante nulo. Por lo que el  rango(A/C)#3 —
rango (Al C)=2

Otra forma de verlo es darnos cuanta de la proporcionalidad F,=—2F, — Al existir esta

combinacién lineal, el rangode A/C no sera 3 ya que podremos obviar una fila.

Es decir, tenemos rango(A)=rango(Al/C)=2<3(nimero incégnitas) —  Sistema
compatible indeterminado (con un parametro libre).

b) Debemos resolver el sistema en el caso S.C.D. La soluciéon quedara en funcion del parametro «
(ojo, no dar ninguin valor al parametro a ; dejar la solucién en funcién del parametro).

Vamos a resolverlo aplicando la regla de Cramer.

2x+y+az=—1
—x+tay—z=2
2ax—2y+a’z=2

2 1 a
A={-1 a —1| - |4|=a’—4#0 — PorserS.C.D.al considerar a#=*2

2a -2 a’
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2 1 al|—1
AlIC={-1 a -1|2
2a -2 a’l2

Aplicamos Cramer.

2 1 a
|A=|-1 a -1 =2a3—2a+2a—(2a3+4—a2)=a2—4
2a -2 a
-1 1 a
2 a -1
o= 2 -2 &| —a'-2-4a—(2d°-2+24%) _—a(d*+4a+4) _ —a(a+2) _—ala+2)
B a’—4 B a’—4 ~ (a=2)(a+2) (a—2)(a+2) a-2
2 =1 a
-1 2 -1
_P2a 2 a’ _4d’+2a-2a—(4a’—4+a’) _
y= 2 - 2 =-1
a —4 a —4
2 1 -1
-1 a 2
__12a =2 2| 4a+4a-2-(-2a"-8-2) 24’+8a+8__2(a+2} _2(a+2)
B a—4 B a’—4 - d—4 (a+2)(a-2) a-2
m Determinantes 10
1 1 1
Sea A=(a b c¢| ysabemos que |A|=2 . Calcula los siguientes determinantes, explicando
2 2 2
a b” ¢

adecuadamente los pasos que sigues para calcularlos:

a—1 b—1 c—1
a) la’—1 b*—1 -1
5 5 5
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a) Aplicamos transformaciones lineales de filas y columnas hasta obtener el determinante de la matriz 4 y

asi poder aplicar el valor de |A4|=2 .

a—1 b—1 c—1

a’—1 b*°—1 c*—1| — Intercambiamos F, con F, con el consiguiente cambio de signo —

—la*~1 b°—1 c¢*—1| — Intercambiamos F, con F, lo cual genera un nuevo cambio de

a—1 b—-1 c¢-—1
5 5 5

signo— a—1 b—1 c¢—1| — Sacamos factor comin 5 de la primera fila —
2

a—1 b'—=1 -1

5la—1 b—1 c¢—1| - F',;=F,+F, , F',=F,+F, —
2 2
a—-1 b—1 c¢c—1

1 1 1

— Sla b c|=5|4=5-2=10
2 2 2
a b c

b) Desarrollamos los cuadrados de la primera fila:

(a+1) (b+1) (c+1)| |a’+2a+1 b*+2b+1 *+2c+1
— F'lel—ze—F3 —

a b c |= a b c
a’ b c’ a b c’
1 1 1

- la b c|=|4=2
a b

¢ Como se dice en arabe “matrimonio”? Ata la jaca a la estaca.
&Y cémo se dice en arabe “divorcio”? Se aleja la almeja.

Y ahora un chiste de Fisica. Un amigo le dice a otro:
“Mi novia me ha pedido tiempo y distancia... Creo que quiere medir la velocidad.”
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m Determinantes 11

a 2 -1 1 X
Seaelsistema 4 X=B ,donde A=|0 1 2|, B=|a-2|y X=|y
3 4 a 3 z

a) ¢Para qué valores de a el sistema tiene solucion unica?
b) ¢ Para qué valores de a el sistema no tiene solucién?
c) ¢Para qué valores de a el sistema tiene al menos dos soluciones?

d) Halla las soluciones cuando el sistema sea compatible.

a) El sistema tiene solucién unica, por el Teorema de Rouché-Frobenius, si los rangos de la matriz del
sistema y de la matriz ampliada coinciden y son igual al numero de incognitas (tres en nuestro ejemplo).

a 2 —-1| 1
AIB=|10 1 2 |¢-2
3 4 al| 3

Por lo tanto, necesitamos que rango (A4)=3=rango( A/ B)

2 -1
1 2 =a2—8a+15=(a—3)(a—5)
4

a
|4]=|0
3 a

Si a#3 y a#5 — |A#0 — rango(A)=3=rango(AlB)=niimeroincégnitas — Como la
matriz del sistema esta contenida en la matriz ampliada, y ambas pueden tener un rango maximo igual a
tres, si la primera del sistema tiene rango tres, la ampliada también tendra rango tres — Solucién Unica —
Sistema Compatible Determinado.

b) Estudiamos si ¢=3 0 a=5 generan un sistema solucién. Para ello estudiamos el rango de la
ampliada.

Si a=3 — Buscamos un menor de orden dos nulo en la matriz del sistema — ‘8 ?‘237&0 —
rango (A4)=2
3 2 —1)1
Si a=3 - A/B=l0 1 21| —» |C,C,CJ=|C,C;C|=|C,C,C,|=0 — Todos los menores
3 4 3|3

de orden tres de la matriz ampliada son nulos — rango (A/B)=2 — Infinitas soluciones
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5 2

Si a=5 — Buscamos un menor de orden dos nulo en la matriz del sistema — |0 1‘:57'&0 —
rango (A)=2
5 2 —1|1 5 21
Si a=5 - AIB=[0 1 23] - |C,C,C{=|0 1 3|=15+0+18—(3+0+60)#0 —
3 4 5|3 3 4 3
rango (Al B)=3#2=rango(A) — No hay solucién — Sistema Incompatible

c¢) Como hemos deducido en el apartado anterior, tendremos al menos dos soluciones en el caso de
Sistema Compatible indeterminado (infinitas soluciones) - a=3

d) Si nos piden resolver en el caso de sistema compatible, se refiere tanto a determinado como
indeterminado.

Si a=3 — Sistema Compatible Indeterminado con un grado de libertad (recuerda que el nimero de
rgados de libertad se obtiene como la diferencia entre el nimero de incégnitas y el rango de la matriz
ampliada).

3 2 —1)1
AIB=|0 1 21| — Puedo obviar una ecuacién, siempre que no me quede con dos
3 4 33
ecuaciones que sean proporcionales entre si — Por ejemplo, obvio la tercera ecuacién —
3 2 —1)1 -1 5\
AlB= — z=h - y=1-2h - x=—+—=
01 2| 4 33
a 2 —1| 1
En el caso A/B=|0 1 2|q—2]| con a#3 y a#5 , estamos en Sistema Compatible
3 4 a3

Determinado, por lo que podemos obtener la solucién Unica por Cramer o bien resolver aplicando el método
de sustituciéon, o triangulando por Gauss (elijo este método, paa no tener que hacer tantos
determinantes por Cramer... aunque también va a ser un poco largo y tedioso). Pues nada, a vencer la
pereza de tener que operar y a resolver se ha dicho.

a 2 —-1| 1 a 2 -1 1
0 1 2lg—2| - F'y=aF,-3F, — |0 1 2 lg=-2]| —
3 4 a3 0 4a—6 a’+33a—3
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a 2 -1 1
F,'=F,—(4a—6)F, - |0 1 2 a—2 — Factorizamos —
0 0 a’-8a+15|-4a*+17a—15
a 2 -1 1
0 1 2 a—?2
0 0 (a—3)(a—5)|(a—3)(—4a+5)
Resolvemos.
Z:—4a+5 y:a(a+ﬂ | x:—wd2a+ﬂ

a=5 ' a—>5 a—>5
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BRectas y planos en tres dimensiones

m Rectas y planos 1
Considera el sistema

a) Discute
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B Posiciones relativas entre rectas y planos

m Posiciones relativas 1
Considera el sistema

a) Discute
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B Puntos pertenecientes a rectas o planos

m Puntos 1
Considera el sistema

a) Discute
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B Angulos
m Angulos 1

Considera el sistema

a) Discute
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lsimetrias

m Simetrias 1

Sean los puntos P(2,3,1) y Q(0,1,1) . Halla la ecuacién del plano II respecto del cual
ambos puntos son simétricos.

El plano II respecto al cual ambos puntos son simétricos, serd perpendicular a la recta que une los
puntos P y @ .Ademas, el plano pasara por el punto medio del segmento PQ .

Es decir, si obtenemos el vector P_Q tendemos el vector perpendicular al plano. Y si obtenemos el punto

medio del segmento PQ , tendremos un punto del plano. Y podremos escribir la ecuacién general del
plano.

PO=(-2,-20) — i@y=(—2,-2,0) — M:=2x—2y+D=0
240 3+1 1+1
27272
si A€l - -2(1)-2(2)+D=0 — D=6

Punto medio PO — A( )=(1,2,1)

El plano soluciones I1:—2x—-2y+6=0

m Simetrias 2

x=1 x=1+b
Las rectas r: y=a; Y S:{y=—2+b; son secantes en un punto P y forman entre si un
z=1 z=1+b

angulo o . Encontrar la recta ¢/ que también pase por P y forme con la recta r el mismo
angulo que forman 7 y s

Estos problemas donde aparece el angulo entre dos rectas, a veces, pueden plantearse de forma mas
directa usando conceptos de simetria en vez de las formulas de angulos. Si no nos dan el angulo exacto, la
férmula de angulo entre dos rectas puede ser dificil de manejar para obtener una solucion.

Las tres rectas se cortan en el punto P .Y larecta » serd como “un eje de simetria”, donde las rectas
s y t se reflejan, formando el mismo angulo con » . Cogeremos un punto de AEs distinto de
P, obtendremos su simétrico respecto a larecta » ,ytendremos asiun puntode A4 '€t

Conlospuntos P y A' podremos escribir la recta t.

La siguiente imagen en tres dimensiones, de Geogebra, nos muestra la solucién de nuestros problema.
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Para obtener punto de corte igualamos las componentes paramétricas de lasrectas r y s

1=1+b
a=—2+b! — b=0,a=—2 — P(1,-2,1)
I1=1+b

Ahora obtenemos un punto A €E€s , dando valores al parametro libre de la recta.
Por ejemplo 4(3,0,3)
Y obtenemos el simétricode A respecto

Para ello cogemos el vector directorde » — I/Tr:<0,1 ,O)
Tomamos un punto arbitrariode » — B=(1,a,1)
Creamos el vector AB =(-2,a,-2)

Y forzamos que este vector 4B sea perpendiculara i, , anulando el producto escalar de ambos.

-

ABi,=0 — 0+a+0=0 — a=0

Con el valor del parametro sacamos B(l,O,l) , que sera el punto medio del segmento A4’
Recordamos que 4(3,0,3) y A4'(x,y,z) son simétricos respecto a la recta
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Y la recta t pasara por el punto P(l,—2,1) y por A'(—I,O,—l) Su vector director sera
PA'=(-22,-2) .

x=1-2A
L y==2+2\
z=1-2A
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JDistancias

m Distancias 1

Sean las siguientes:

r x+y:1 , SIX_IZL22+2
y+z=1 1

a) Comprobar que son cruzadas.
b) Obtener la recta perpendiculara 7 y s , que corta a ambas rectas a la vez.

c) Obtener la distancia entre ambas rectas.
a) Para estudiar la posicion relativa de ambas rectas tengo dos opciones:

- Obtener un vector director de cada recta y un vector formado por dos puntos cualesquiera de ambas
rectas, y estudiar el rango de los tres vectores. Ambas rectas seran cruzadas si el rango de esa matriz es 3.

- Pasar todas las rectas a su ecuacién general y plantear un sistema de cuatro ecuaciones y tres incégnitas.
Ambas rectas seran cruzdas si el rango de la matriz del sistema es 3 y el rango de la matriz ampliada es 4.

Voy a seguir el primer método.

El vector L'[r||r podemos obtenerlo pasando la ecuacién general a paramétricas, o bien realizando el
producto vectorial de los vectores normales a los planos que aparecen en la ecuacién general.

'

k
0|=i+0+k—(0+0+))=i—j+k=(1,—1,1)
1

<

3

[l
O - =~
—_ LD

De la ecuacion continua de larecta s — i,=(2,—1,1)
Dando, por ejemplo, el valor x=0 en la ecuacion generalde larecta r — A (0,1 ,O)Er
De la ecuacion continua de larecta s — B(1,0,—2)E€s

AB=(1,-1,-2)

| 2 1
Estudiamos el rango de la matriz formada por los vectores (LT,, i, AB) - M=|-1 -1 -1

1 1 -2
IM|=2-2—-1—(—1-1+4)=—3#0 — rango(M)=3

Los tres vectores son linealmente independientes — Rectas cruzadas
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b) La recta ¢ es perpendicular a ambas rectas del enunciado y las corta de manera perpendicular. Por lo
tanto, un vector director de la recta ¢ es igual al producto vectorial de los vectores directores de las rectas
del enunciado.

A

=—i+2 j—k—(—2k—i+j)=j+k=(0,1,1)

Recuerda que con un vector director de la recta y un punto de la recta, ya podemos trazar la recta. Por lo
tanto, nos falta obtener un punto de larecta ¢

Para ello vamos a obtener el plano que contiene a la recta » y que es paralelo al vector i, . Este plano
cortaraalarecta s en el punto deintersecciéndelarecta s conlarecta ¢

El plano lo obtenemos a partir de la determinacion lineal, ya que tenemos dos vectores paralelos al plano y
podemos tomar un punto de larecta » como punto del plano.

1 O X
(i, i, A) - |-1 1 y—-1|=0 - z+0—x—(x+y—1+0)=0 — I:=2x—y+z+1=0
1 1 z

Intersectamos este plano con la recta s . Para ellos sustituimos los valores de la ecuacién en
paramétricas de la recta dentro de la ecuacién general del plano.

— x=1+2A B
s;x21:_L1:2+2 — sl y=—n | > —2(1420)#A—240+1=0 — ;\:73
z=—2+A\

3

n IEES 1 El Sela’—> P 1'2'_ by 2
Elpu ’[O s ( 2;2) 2

) - P(—2;5,—5)

x==2

. ==+

Ylarecta ¢ solucionresulta— t:{ 7 2 o
_—7

z=——+0

2
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Un poco largo, ¢ verdad?

Hay otra forma de resolverlo... Si, siempre hay mas de una forma para resolver estos problemas de
geometria.

Voy a tomar dos puntos arbitrarios de la rectas. Para ello, debo expresarla en paramétricas.

—1 x=a
r:[x+y—} - riy=1-q; — Ala,1-a,aq

y+z=1 —a
_ x=1+2A\
s:lezf%:z+2 o5l y=—a Lo B(142h,—h,—2+42)
z==2+A

Donde uso dos letras distintas para los parametros libres, ya que son dos rectas distintas.

Realizo el vector entre ambos puntos arbitrarios.

AB=(1421—a,—h—l+a,—2+h—a)

Y este vector sera el vector director de la recta ¢ solucién si es perpendicular a ambas rectas del
enunciado. Es decir, el producto escalar de este vector con los vectores directores de las rectas debe ser
nulo.

AB-ii,=0 — (1+2h—o,—A—1+a,—2+r—a)(1,—1,1)=0
1+2A—o+A+1—0—2+A—0=0 —» 4A—30=0

AB-i,=0 — (1+2h—a,—A—1+a,—2+r—a)(2,—1,1)=0
2+4h—2a+h+1—a—24h—a=0 — 6A—4da=—1

Y formamos el siguiente sistema de ecuaciones.

4 -3a=0|  ,_=3
6L—40a=—1

Con estos valores » A4(—2,3,-2) | B(_Z’E’__) - ,sz:( T

Este vector es director de larecta ¢t — if,= A*B:(O,— ,—

o | W
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Fijate que este vector es proporcional a ii[Z(O,l ,1) , que es el vector que obtuvimos por el primer
meétodo.

x==2
3
Y con el vector director y un punto de larecta ¢ tenemos larecta —» ¢: y—5+oc
z==L4a
2

¢) Los dos métodos del apartado anterior son largos. La ventaja del segundo métod es que obtenemos los
puntos interseccion de la recta solucién ¢ con las dos rectas del enunciado. Por lo que la distancia entre
ambas rectas sera la distancia entre ambos puntos de corte.

3 7 - 3 3

~2,3,— B(-2,2,-%) - 4B=(0,-2,-2

A( 2J3, 2) ) ( ’21 2) (05 2) 2)
342

d(r,s)=d(4,B)=|4B|=

Si no tenemos ambos puntos de corte, podemos usar la siguiente formula para la distancia de dos rectas
cruzadas.

Donde LT,., I/_[r son los vectores directores de las rectas y AB es el vector formado por dos puntos que
elijamos de ambas rectas. En nuestro ejemplo:

A(0,1,0)er , B(1,0,-2)es — AB=(1,—1,-2)
_|4B-(ig,xi,)| _|4B-(0.1,1)] _[(1,-1,-2)-(0,1,1)] _Jo—1-2]_ 3 _342
- =2

d\r,s)= - ~ =<
(r.s) i, X | 0°+1°+1° V2 V2 2 2 "

Resultado que coincide con el obtenido anteriormente. El problema se merece un chiste.

“Panadero, ¢tiene pan integral?”

“No, pero si quieres te derivo a un pan de centeno”... jajajaja!!
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m Distancias 2

x+y=1

Obtener punto de la recta r:[
z=

] que equidiste del punto P(O,l,—l) y del plano de

ecuacion general II:x+y—z=4

Debemos obtener un punto arbitrario de la recta e igualar su distancia al punto P vy al plano Il para
determinarlo de forma unica.

Pasamos la recta a paramétrica para obtener punto arbitrario.

A

1_
- | > A(1-n,10)
=0

V=N — r:

N‘<

Calculamos las distancias.

d( A, P)=v(h=1)+(1=1 +(=1P=v2r =41 +3
M1-A+0—4 _[-3]_
¢1+1+( 1) V3 =3

d(A4,1)= 1-(1-

Igualamos distancias
V202—4n+3=V3 & 2W—4n+3=3 - 2W—4K=0 - A=0,A=2

Los puntos solucion son: A(l,O ,0) , A(— 1,2 ,0)
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B Producto vectorial, producto mixto, areas y volimenes

m Producto vectorial y mixto, areas y volumenes 1
Determina todos los vectores ﬁ=(a,0,b) que tengan médulo 8 y sean perpendiculares a la
x+y+z=0 }

recta r:
[x—y+z—2:O

. .y . . 2 2
Una primera condicién es que el moédulo sea igual a 8 — \/a +b =8

La segunda condicién es que el vector sea perpendicular a la recta. Es decir, el producto escalar del vector y
del vector director de la recta debe ser nulo.

¢, Como obtener el vector director de la recta? O bien pasando la ecuacion a paramétricas o bien haciendo el
producto vectorial de los vectores caracteristicos que forman la recta en su ecuacién general.

r:[ x+y+z=0 } — o =(1,1,1) , dp=(1,-1,1)
x—y+z—2=0 ' :

D

L_[,:|u_{]]><u}z|

[l
—_— e~
—

Anulamos el producto escalarde #=(a,0,b) yde @.=(2,0,—2)

i-7=0 - (a,0,b):(20,-2)=0 - 2a—2b=0 — a=b

Por lo tanto, si \/a2+b2=8 — \/2a2:8 — 24°=64 — a=++32
Los vectores soluciéon son:

i1=(1/32,0,V32) . @=(—32,0,—32)
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